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PRÉFACE AU VOLUME I. 


La Topologie traite des propriétés des ensembles de points, 
invariantes par rapports aux transformations biconiinues. 

Une transformation (univoque) y = f {x) est dite continue, 
lorsque la condition x = lim Xn entraîne f{x) lim f (Xn). Elle 

/ï:-=:€>o /l-zcw 

est dite bicontiniie ou une homéomorphie, lorsqu’elle admet, en 
outre, une transformation inverse x - f \y) continue. 

Le terme ,,ensemble de points^ exige quelques explications: 
on peut notamment se demander quel est Vespace dont on consi- 
dère les points. 

Comme on sait, la notion de point de l'espace euclidien à 3 
dimensions a été étendue dans la Géométrie analytique sur l’espace 
à un nombre arbitraire des dimensions: un point p de l’espace 
euclidien (à k dimensions) est par définition un système de k 
nombres réels p^^\ , p^^h la convergence Yim p„ p signifie 

que l’on a lim = p^'^, quel que soit / < k. 

Le développement récent de la Topologie et des autres bran- 
ches des mathématiques modernes (surtout celui de la Théorie 
générale des fonctions et du Calcul fonctionnel) a montré que cette 
conception de l’espace était encore trop étroite: dans un grand 
nombre des problèmes on est conduit à considérer, outre l’espace 
l’espace à une infinité de dimensions (nommé aussi , espace 
c5„ de Fréchet*) et dont les points p sont des suites infinies 
... ... de nombres réels; la convergence lim pn—p 

/7-.rsoo 

y signifie que l’on a lim p^n~P^‘^, quel que soit i. 

;j=;oo 

Or, c’est précisément Fétude des invariants des homéomor- 
phies entre sou s- en semblés de l’espace qui constitue le vrai 
domaine de la Topologie à Fétat actuel de cette science. Ajoutons 
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que le terme ensemble est entendu ici dans le sens le plus 
général: les ensembles de points que nous allons envisager ne se 
réduisent pas à des courbes ou surfaces de la Géométrie élémen- 
taire ou analytique, ni même à des figures considérées en Analyse 
et définies par des expressions analytiques, mais ils sont com- 
plètement arbitraires (dans le sens de la Théorie des 
ensembles). 

Dans la suite, nous n’allons pas admettre d’une manière 
explicite que l’espace considéré est un sous-ensemble de 
pas plus que dans la Géométrie du plan euclidien on n’étudie 
explicitement l’ensemble des nombres complexes, mais on déduit 
les conséquences d’un système d’axiomes qui caractérise cet en- 
semble au point de vue géométrique. Pareillement, nous allons 
baser ici la Topologie sur un système d’axiomes (1 — V) tel que 
chaque espace satisfaisant à ce système est homéomorphe (donc 
équivalent au point de vue topologique) à un ensemble situé dans 
l’espace et 2'^ chaque sous-ensemble de l’espace satisfait 
à ce système d’axiomes (cf. p. 105). Le seul terme, primitif du 
système est le terme A, désignant la fermeture de l’ensemble A 
(c. à d. l’ensemble A augmenté de tous ses points d’accumulation). 
La propriété d’appartenir à la fermeture d’un ensemble étant inva- 
riante par rapport aux homéomorphies de l’espace, tout ce qui se 
laisse exprimer par l* opération À (au moyen, s’il y a lieu, des opé- 
rations de la Logique et de la Théorie des ensembles) est égale- 
ment invariant par rapport à ces transformations et appartient 
par conséquent à la Topologie *). 

L’avantage de la méthode axiornatique tient d’abord à des 
raisons méthodologiques. En particulier, elle permet de mieux 
se rendre compte des prémisses qui sont essentielles dans les 
démonstrations des théorèmes topologiques. Bien que G. Cantor, 
le fondateur de la Théorie des ensembles, et les autres mathé- 
maticiens qui s’occupaient de la ^Théorie des ensembles de points**, 
ne procédaient pas par la voie axiornatique, on s’est aperçu plus 


q Au lieu de la fermeture on pourrait employer comme termes primi- 
tifs de la Topologie: la limite d’une suite de points (F r é c h e t), l'entourage 
(H a u s d o r f f), l’ensemble ouvert (Sierpinski) etc. 

Par contre, la notion de distance entre deux points ne pourrait p. ex. 
servir au même but, puisqu’elle n’est pas invariante par rapport à l’homéo- 
morplüe. 
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tard (Fréchet) que, dans la majorité des problèmes topologiques, 
bien peu de propriétés de l’espace intervenaient dans les raison- 
nements. En admettant ces propriétés comme axiomes, on est 
parvenu aux „espaces abstraits". Tel est en particulier Pespace 
considéré dans ce livre; il équivaut topologiquement — comme 
nous l’avons dit — à un sous-ensemble arbitraire de ou, en 
d’autres termes, à un espace métrique séparable (dans le sens 
établi pp. 80 et 82). 

Cependant la valeur de la méthode axiomatique n’est pas 
uniquement de nature méthodologique. Il y a, en effet, des pro- 
blèmes où l’on est conduit à considérer une famille d’ensembles 
ou de fonctions comme formant elle-même un espace (nommé par- 
fois „hyper-espace"), de démontrer que cet hyper-espace satisfait 
à certains axiomes et d’appliquer les théorèmes qui en résultent. 
Ainsi p. ex. le problème de l’existence des fonctions continues 
sans dérivée se ramène à un théorème (théorème de Baire) sur 
r„espace des fonctions continues" (voir p. 209), qui est — comme 
on le montre — complet et séparable. 

C’est là un des procédés caractéristiques des mathématiques 
modernes: pour démontrer un théorème concernant un espace 
donné, on définit un nouvel espace (en conférant ainsi le caractère 
géométrique au problème considéré) et on opère ensuite sur 
ce dernier. On procède de la sorte dans maintes applications du 
Calcul fonctionnel aux équations intégrales, au Calcul des varia- 
tions etc. Dans ce mode de procéder les différentes branches des 
mathématiques deviennent utiles les unes aux autres: dans des 
nombreux problèmes d’Analyse l’hyper-espace est un espace géo- 
métrique ou topologique, dans certains problèmes de Topologie 
il est d’une nature algébrique (il constitue un groupe). 

* 

* ♦ 

L’étude de l’espace assujetti aux axiomes I — V est divisée 
en deux chapitres, dont le premier ne concerne que les trois pre- 
miers axiomes (p. 15). Ces trois axiomes se distinguent par leur 
caractère „algébro-logique" ^). En conséquence, le même caractère 
appartient aux méthodes de raisonnement du Chapitre L 


q Sur l’importance de Palgorythme algébro-logique en Topologie a attiré 
l’attention S. Janiszewski. 
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Le Chapitre III et les suivants (du vol. II) sont d’un caractère 
plus spécial. L’espace du Chap. III est supposé complet, celui du 
Chap. IV compact, celui du Chap. V connexe etc. 

Au Heu de considérer les espaces spéciaux (tels que 
les espaces complets, compacts etc.), on pourrait, bien entendu, 
envisaj^er des ensembles complets, compacts etc., situés dans 
un espace assujetti aux axiomes I — V, de sorte que la Topo- 
logie toute entière rentrerait dans le Chap. II (ou même dans 
le Chap I !). Or, il est avantageux de formuler partout où c’est 
possible les propriétés d’un ensemble situé dans un espace comme 
des propriétés intrinsèques de cet ensemble, considéré comme for- 
mant un espace pour lui-même. Telle est, par exemple, la pro- 
priété d’être compact, d’être dense en soi, d’être de dimension n 
(par contre, la propriété^ d’être fermé ou d’être ouvert est une 
propriété extrinsèque: propriété de Tensemble par rapport 
à l’espace). 

Parmi les problèmes considérés dans ce volume, il y a qui se 
distinguent par leur caractère purement géométrique, il y en a 
d’autres qui se rapprochent par leur origine do la Théorie des 
fonctions de variables réelles. La majorité des §§ (4 — 10, 13 — 19, 
23 — 25, 29, 30) embrasse les deux tendances. Comme exemples 
d’une section par excellence géométrique, citons les §§20 — 22 
(théorie de la dimension): ils concernent un domaine où le 
succès des méthodes topologiques en Géométrie est particulière- 
ment frappant. Un grand nombre de problèmes traités dans les 
§§ 26—28, 33- 36 représente la deuxième tendance^). La théorie 
des fonctions mesurables fl, qui n’était à son origine qu’une théorie 
des fonctions réelles de variable réelle, est devenue (dans sa partie 
la plus importante) une théorie des transformations des espaces 
topologiques (satisfaisant aux ax. I— V) en espaces topologiques, 
de sorte qu’il est juste de traiter cette théorie comme une section 
de la Topologie. Les §§ 25 et 33 concernent la notion d’ensemble 
borelien, notion purement lopologique, dont rorigirie est liée à la 
Théorie de la mesure. Les §§ 10, 34 et 35 concernent les généra- 


0 Le lecteur qui ne s’intéresse qu'aux problèmes géométriques peut 
omettre la lecture des §§ précités. Il importe toutefois de remarquer qu’il n’y a 
pas de ligne de démarcation précise entre notions et problèmes des deux 
genres. Par exemple, la notion d’ensemble de I-re catégorie, introduite par 
B aire pour les besoins de l’étude des fonctions discontinues, est d’une grande 
importance dans maintes questions purement géométriques. 
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lisations plus récentes de. cettë notion; ces généralisations sont 
traitées dans le chapitre consacré aux espaces complets et donnent 
lieu à des applications importantes dans le Calcul fonctionnel. En 
outre, la notion d’ensemble projectif (§ 34) semble présenter un 
grand intérêt philosophique, grâce surtout aux liaisons avec la 
Logique mathématique. L’emploi des notations logiques s’impose 
d’une façon très naturelle dans Tétude de ces ensembles, ainsi 
que dans celle des ensembles boreliens et analytiques, où elle rend 
des services incontestables. 

Les méthodes de raisonnement que j’emploie dans ce volume 
appartiennent à la Théorie des ensembles^), les méthodes de la 
Topologie combinatoire (homologies, groupes de Betti etc.) n’inter- 
venant pas, en général, dans les questions traitées ici. 

Sans prétendre de donner une bibliographie complète, j*ai 
tâché d’indiquer dans les renvois bibliographiques les ouvrages les 
plus importants parmi ceux qui se rattachent au sujet de ce volume. 

Le lecteur qui s’intéresse à la bibliographie consultera les 
excellents exposés de MM. Rosenthal-Zoretti, ËncyklopSdie 
d. Math. Wiss. II C 9a, Leipzig 1924 et de MM, Tietze-V iet oris, 
ibid. III AB 13, Leipzig 1931. 

Parmi les livres sur la Topologie dont je me suis servi en 
rédigeant ce volume et dont la valeur ne se réduit pas seulement 
à leur intérêt historique, sont à citer: F. H a u s d o r f f, Griindzüge 
der Mengenlehre, Leipzig, Voit 1914 et Mengenlehre^ Berlin-Leipzig, 
Gruyter 1927, W, Sierpinski, Zarys teorji mnogoéci II, War- 
szawa 1928, M. Fréchet, Les espaces Monographies Borel, 

Paris 1928. Le manuscrit de ce volume était déjà terminé, quand 
ont paru les livres: H. Hahn, Reelle Funktionen I, Leipzig 1932 
et R. L. Moore, Foundations of point set theory^ Coll. Publ., 
New York 1932. 

En terminant, je tiens à exprimer ici mon affectueuse grati- 
tude à MM. Cech, Hurewicz, Knaster, Otto, Posa ment, 
Szpilrajn et Zygmund, qui ont bien voulu contribuer à ma 
tâche soit par leurs précieux conseils, soit par la lecture des 
épreuves. 

Casimir Kuratowski. 

Lwôw, Décembre 1933. 


0 „point set theoretîc inethod" selon la dénomination des mathémati- 
ciens américains. 
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INTRODUCTION. 


Nous rappellerons ici quelques notations et théorèmes élémen- 
taires de la Théorie générale des ensembles et de l’Algèbre de la 
Logique. Les notions de la Théorie des ensembles seront d’emploi 
constant (excepté l’opération {si), qui est d’un caractère plus 
spécial). L’Algèbre de la Logique, dans la majorité des §§ (sur- 
tout dans ceux de nature ^géométrique*) ne sera pas employée, 
tandis que nous en ferons usage dans certains problèmes (surtout 
liés à la Théorie des fonctions) où l’emploi des notations logiques 
s’impose d’une façon très naturelle et permet de simplifier les 
raisonnements (p. ex. aux §§ 27, 33 — 36). 

A la première lecture, on peut omettre tout ce qui concerne 
l’Algèbre de la Logique. 


§ 1. Opérations de la Logique et de la 
Théorie des ensembles. 

I. Algèbre de la Logique, a et P étant deux propositions, 
a’ désigne la négation de « (c’est à dire «non a”), a -f- P la somme 
logique («a ou P”), « P le produit logique («a et P”); a —► p veut 
dire que a entraîne P (implication), a s p veut dire que a équi- 
vaut à p. 

Citons, à titre d’exemple, les théorèmes suivants: a" a (loi 
de double négation), (a — * p) (P' — » a') (loi de contraposition), 
(a • py SS a' -f P', (a + p)' =r= (a'- p') (lois de de M O r g a n), (« --> P) - (a' -f- p), 
a ■ (p + y) a • p + a • Y. 

Chaque proposition admet l’une des deux valeurs 0 (le «faux”) 
ou 1 (le «vrai”). On a a • à' 0 (principe de contradiction), a -f ii' 1 
(principe du tiers exclu). 

C. Kuratowski, Topologie I. 


1 
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II. Algèbre de la Théorie des ensembles. Soit 1 un en- 
semble donné (ce sera dans la suite Vespace considéré). Les élé- 
ments de cet ensemble (les points) seront désignés par des minus- 
cules latines a, b, x,y, ... ; les sous-ensembles de l’ensemble 1 seront 
désignés par des majuscules A, B, X, ... ; les familles de sous-en- 
sembles (ensembles du deuxième rang) par A, B, X, ... ')• 

X s X signifie que x est un élément de l’ensemble X, On 
désigne respectivement par X Y, X- V (ou XY), X — Y: l’en- 
semble composé d’éléments qui appartiennent soit à X, soit à Y, 
l’ensemble formé par la partie commune de X et Y, l’ensemble 
des éléments qui appartiennent à X, mais pas à Y. L’ensemble 
vide est désigné par 0. On écrit X Cl Y, lorsque X est un sous- 
ensemble de Y. Le «complémentaire de X” — X' = 1 — X. 

On a ainsi les équivalences suivantes: 

{x E /4)' {x E A’), (x: E A)-\-{x e B ) - jc e {A-\-B), {x s A) {x e B) -x s A B, 

1 - (x: E 1), 0 (x: e 0) , 

{A C ■«) [(-v e ^) - (X E B)], (A - B) ^ \(x B A) (x 6 5)1 , 

les symboles -f-, , 1, 0, ayant dans le membre gauche le sens 
logique et dans le membre droit le sens de la Théorie des en- 
sembles. 

Citons les formules suivantes: 

A^AB+A-B, ABC A CA + B, (A + 8)' = A' B', (AB)' =^A' + B', 


(A~-B) (A CB) (B CA), 

(A CB)- {A+B^ B) (AB=^ A) - (A-B= 0). 

Deux ensembles A eï B sont dits disjoints, lorsque AB = 0. 
L’ensemble composé d’un seul élément a est désigné par (fl). 

III. Fonctions propositionnelles. Soit ç (x:) une fonction 
propositionnelle dont la variable x: parcourt l’espace 1, supposé ^ 0 
(9 (x) exprime une condition; elle devient une proposition vraie 
pour toute valeur de x satisfaisant à cette condition; elle devient 


*) Les différents caractères mettent en évidence les différents types 
logiques des variables. 



[§ 1, IV] Opérations de la Logique et de la Théorie des ensembles. 
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une proposition fausse dans le cas contraire; si, par ex. dans 
l’espace des nombres réels, on considère la propriété d’être un 
nombre positif, on a (p (x) - (x > 0 )). 

^ 'f (x) veut dire: il existe un x tel que 9 (x) (c. tt d. un x 

X 

satisfaisant à la condition considérée). 

// 9 (j:) veut dire: quel que soit x, on a 9 (jc) (c. à d. que 

.V 

la condition est vérifiée par chaque x). 

Par exemple: /7 (a: + 2 > a:), ^ (x^ = a'). 

X X 

On a les formules suivantes, faciles à vérifier: 
lIvM}' J I (-x:) (formule de de Morgan généralisée), 

(/7 ? (•<)) — (Z ? W) . Z ? (x) + 2’ (X) Z (î (■«) + >{» (x)i , 
Il ? (x) •/ /'!' (x) Il f9 (x) ■ (Jc)], Z [9 (x) ■ '> (x)\ — 2 9> (•«) • 2 «l* (V) , 

X X X X X X 

1 1 ^ ix) + 1 hHx) 1 1 [9 (-«) + '> 

X X X 

Rien n’empèche de considérer toute proposition a comme 
une fonction propositionnelle (qui est soit identiquement vraie, soit 
identiquement fausse). On a 2 « « ^ / / «. Zl’^ ' ? (''^)l ® ' 2 T (x), 

X X X X 

a + r/ 9 (•«) / / l* + -f (Jf)J- 

X X 


IV. Opérateur /i ’9 (jc). L’ensemble des x qui satisfont à la 

X 

condition 9 est désigné par E ? {x). Par ex. E {x > 0 ) est l’en- 

X X 

semble des nombres positifs, E = x) se compose de deux nom- 

X 

bres: 0 et 1 . 

On a l’identité 


1 . 


t e E 9 (x) S I- 9 (0 , 


d’où on déduit facilement en vertu des équivalences du N* II les 
formules: 

2- E [9 (■«)]' = [E ? (x)]' 


3. 


E [9 ix) -h <}> (x)] = E 9 ix) -P E + ix) 

X XX 

E [9 (X) ■ <}. (X)] = Æ" 9 (X) • E «l- {X ) . 


4. 
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Ainsi, par ex., on prouve la dernière égalité comme suit: 
t e E ['f {X) ■ -1- (X)] ^ 'f (t) • <M0 - T ('«)] (x)] 

X X X 

^ t&E’t (x) E ^ (x). 

X X 

En outre, E 0=0, Æ" 1 — 1. les symboles du membre gauche 

X X 

ayant, comme toujours, le sens logique et ceux du membre droit 
le sens mathématique. 

V. Opérations infinies. Soit un ensemble dépendant 
d’un paramètre i (qui parcourt un ensemble donné) *). Les ensem- 
bles EAi («somme des ensembles At") et («produit des ensem- 

l t 

blés A^) sont définis par les identités: 

E {t s A,) - [t 6 E A.} , n(t^ A,) [t e n A,] . 

t t t t 

En remplaçant dans les formules du N" III les fonctions pro- 
positionnelles (f (x) et <]) (x) par A^ et x par i et — * par CI, on 
obtient des formules concernant les opérations E A^ et // A^ de la 

l t 

Théorie des ensembles; citons comme exemple la régie de de Mor- 
gan généralisée: (^ A^)' = [JA[. 

En cas où le paramètre n parcourt l’ensemble des nombres 

OO CK? 

naturels, on emploie les symboles E A„ et fl A„ par analogie aux 

/i-l n-~i 

séries et aux produits infinis de l’Analyse. 

VI *). Opération {s^) ’). Supposons qu’on a fait correspondre 
à chaque système fini d’entiers positifs Ai, ... , A„ un ensemble 


0 D’habitude l’indice i parcourra iin ensemble arbitraire, dénombrable 
ou non; cependant /, A», n etc. désigneront un nombre naturel variable. 

La lecture du VI peut être remise jusqu’à celle du § 11. 

Voir les notes de MM. Souslin et Lusin dans les Comptes Rendus, 
Paris, t. 164 (1917), p. 88 ss.; voir aussi F. Hausdorff, Mengenlehre, § 19. 

L’importance de l’opération (//() tient surtout au fait que, malgré sa gé- 
néralité, il y a des propriétés importantes (telles que la mesurabilité, la pro- 
priété de B aire, cf. § 11) qui en sont des invariants. 
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Ak , ... k„- L'ensemble-somme de tous les produits de la forme 

OO 

/7 Ak , ... k. est dit «résultat de l'opération {ffl) effectuée sur le sy- 

n-t 

stème des ensembles i4*. ... 

L'opération (s-'Q est une opération indénombrable (la somma- 

OCJ 

tion étant indénombrable). Les opérations dénombrables ^ et // 

en sont des cas particuliers, cas, où l'on pose soit Ak , ... *„ == B*,, 
soit Ak , ... *„ = Bn. 

Soit j = [, 5 ‘, ... , s", ...] une suite variable de nombres na- 

turels (on peut considérer ^ comme le nombre irrationnel dont le 

développement en fraction continue est + V + •••)• 

iii lÀ !'^ 

Le résultat de l’opération (.rf) s’exprime alors par la formule 

Le système d’ensembles ./,} est dit régulier, lorsque 

••• J" ^ ^3' — 3" ■ 

Citons les formules suivantes concernant l’opération (j/l) 
effectuée sur un système régulier ‘); 


1 . 


Il U A„ ^>...^,k=^I 11 A^^^_,^k 

mr l ^ ^ k l ^ ^ 


et d’une façon plus générale: 

1®* ^ 2j 1 1 ... X)i tn A* ,„},k ^ I I A^l ,A’- 

^ k-A I k-—l 




2. /Iji ... 5* c ... 5* entraîne 7 >1, ....,* C J/ Sj' ... ?*! 


3 . la sommation 1 1 A^i est dénombrable 


5 *==» 


0 Cf. N. L U s i n et W. s i e r P i n 8 k i, Sut quelques propriétés des ensem- 
bles (-5^0, Bull. Âcad. Sc. Cracovie 1918, p. 35. 
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(l’ensemble des systèmes finis de nombres naturels étant dénom 
brable); 


4. A ^ I l A^\ Cl ^ ^ ... 7^k " A;^i jft ffl) > 

J k^l ■ ^ 1 ^ ^ m-=l ^ 


OÙ Ton pose A^i = A pour A = 0. 


Pour prouver cette dernière inclusion, supposons que ptA 
et que p n’appartienne pas au membre droit de l’inclusion; donc, 
en symboles logiques: 


/ / / / [(P ^ ... îæ) ^ ^ ip ^ ... /«)]> 

ce qui veut dire que, ... /n* étant un système fini {k >- 0) d’in- 
dices tels que p^Am , ... il existe un indice m tel que p t Am, m . 
Or, comme p ^ A, on en conclut que, pour un certain indice m^, 
pe.Am,'i <f’où pour la même raison psAm,m, etc. Il existe par 

conséquent une suite infinie d’indices m., m,, ... telle que p^ j I Am, ... 

* 


donc p^^ ce qui prouve que p n’appartient pas au 

J k.-\ 

membre gauche de l’inclusion 4, c. q. f. d. 

5. Si deux ensembles A^\ et i4„i pourvus de différents 
systèmes de n indices, sont toujours disjoints, on a 


y II A^, ... .n ^- IISA., ... 


En effet, l’inclusion ^ Il ... C Il ^ A.i ,« a lieu toujours 

î n.---l ^ - *' n^l J ’ •" •’ 


(même si le système n’est pas régulier; v. d’ailleurs § 2, IV). 
Supposons donc que p appartienne au membre droit. Il existe 
alors un et un seul indice tel que p e Am,:, d’une façon analogue, 
il existe un couple d’indices /j, tel que Ai,m,. Comme Ai,m, C 
il vient p t Ai, et on en conclut que Oa démontre de la 

même façon qu’il existe un indice m^ ^el que p ^ Am,m,m, etc. En 
désignant par à la suite infinie m^, /«,, ... , on voit bien que 


pour chaque n on & p t A^i 


S"» 


c* où p e ^ fl A.i 


n=I 


5 ' - 3 " • 
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§ 2. Produit cartésien. 

I. Définitions 0- produit cartésien (qu’il ne faut pas con- 
fondre avec le produit = partie commune) des ensembles A ei B 
est l’ensemble ..4x5 composé de tous les couples ordonnés a, b 
où a £ /I et b ^ B. D’une façon analogue, étant donnée une suite 
finie ou infinie d’ensembles ... ,A„, ... , leur produit cartésien se 
compose de toutes les suites finies (formées de n termes) ou in- 
finies dont les termes sont extraits successivement des ensembles 

donnés. On désigne ce produit J ^Ak respectivement. 

En cas où A^ ... An A, on pose Ai X ... XlAn- A'\ Si tous 

les termes du produit cartésien infini f ^An sont identiques à A^ on 
écrit 


rA„=--A^\ 

«- .1 . 

Ainsi, par ex., le plan des nombres complexes est le , carré" de Tespacü 
des nombres réels; .J désignant Tintervalle 01, désigne nn carré, un 
cube, 7^" le «cube fondamental*^ de Hilbert (voir § 14). On verra aussi 
que, en cas où A se compose de deux éléments, peut être conçu comme 
Tenseinble non-dense de Cantor; si A désigne l’ensemble des nombres natu- 
rels, A^‘ est l'ensemble des nombres irrationnels (v. § 1, VI). 

II. Formules de calcul. En s’appuyant sur les équivalences: 
{(xy) s AXB) {(.V e A)(ys B)}, {(Jt:,. x^, ...) e / (^n e An), 

on prouve facilement que 

1. {A B)X{C D) Axe AXD + BXC ^ BxD 
et d’une façon générale: 

la. ŒA,)xŒB.,):-^'E{A,XB.:); 

t y. lY. 

2. (AQxiBD)r=(Ax B) iCxD), 

2a. (/7^,)X(/7B.,) = //(^,X5J, 

t X IX 


') Cf. F. H a U s d O r f f, Gnmdzüge der Mengenlehre, p. 37. 
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2b. 

3 . 


Il Pa.„==PII A, 

(A - B)xC = Axe - BxC; 


4 , [A CB ce ^1 - X ce fi X D] (si ^ ^ 0 ^ C), 

4 a. Si A X C — B X D, on a A~-B et C~-D (à moins qu’un de 
ces ensembles ne soit vide), 

4 b. Si P^n I * Bn, on a An — B„ (si Ak ^ pour chaque k). 

n n 

Si A est un sous-ensemble de l’espace 9 C. et B de l’espace y/ 
(ou, plus généralement, si, A„ C -^n)» on a les formules suivantes: 


5 . (AXB)'^ A' X )J +, iY X fi', 

5 a. (/*/!„)' = 2 " yi; 

n n 

où yi’, = SYj X X ... X 9C„ .i X (X, - .4„) X ^Y„+i X ... ; 

6 . ^ X fi-(/l X '.?/)• (:Y X fi), 

6a. PAn -ih^\n 

n n 

où y(„ = -Y, X X X ... X iXn-i X An X Xf 1 X ... 

III. Axes, coordonnées, projections. A' et ‘ V étant deux 
espaces donnés, nous les appelons (par analogie à la Géométrie 
analytique) axes du produit cartésien SY X V/ Chaque point 5 du 
produit ?) — SY X 9 / étant de la forme (x, y), on appelle x, et y les 
coordonnées de g (l’abscisse et l’ordonnée). La projection ^parallèle 
à l’axe 97” 6’iin ensemble tÿ contenu dans iYx9/ ost l’ensemble 
des abscisses des points de (ÿ; c’est donc l’ensemble 

.t y 

Les définitions précédentes se généralisent aussitôt au cas du 
produit d’un nombre arbitraire de termes. En particulier, 3 étant 

un point de l’ensemble P'Xni la /i-ème coordonnée de 3 est dé- 

n 

signée par 3^'’^; de sorte que 




,(«) 


(les parenthèses seront, d’ailleurs, souvent omises). 
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IV. Fonctions propositionnelles de plusieurs variables. 

Une fonction propositionnelle (x,y) de deux variables dont 
l’une parcourt l’espace X et l’autre l’espace y peut être considérée 
comme fonction d’une seule variable 3 qui parcourt le produit 
cartésien :V X 7/. Les formules du § 1, III restent donc valables, 
lorsqu’on considère des fonctions de plusieurs variables et rem- 
place la variable a* par le système des variables. On a en outre: 

V f (X, y) - 2''>; ? {x, y) -= 5 ; V 'f (A, y) , 

.VP .V y y 

/ / ? (-Ï, y) f in '? (x, y) l in 'P (x, y), 

\y X y y x 

y'f (x) i^’i>(x) ^ ^i<p(x) 'Hx*)i, 

X V .v.v* 

/ / ? (X) +lh'p (X) Il (? W + <1 , 

.V x XX* 

s ? (X) + / / '> (A) - 2’ / / r? (A) + '!< (A*)l 1 1 2 (? (x) + -!> (Al) 

.V v X X* .V* X 

2 ’f ix) Il (X) 2 / / ['? (X) • (A’)J II 2 1 9 (.V) 'J* (A*)] 

X V X X* X* K 

E II P (x,y) - / / 2? {x,y). 

X y y X 

Si les variables a et _y parcourent le même espace (;\' — JJ), 
on a la table suivante des inclusions: 

/ 2 il ? (x,y) -> Il E ? (x,y) 

/ V y \, X y .y 

,/■ 

/ / 9 (x, y)' Il f (a, a) 7 2 9 (x. A) t 2 9 (x, y). 

xy X /• A- / vy 

, ElUix.y) ^ ^ nE9(x,y) 

y X X y 

[Exemple. Le fait qu’une fonction / de variable réelle est continue en 
chaque point s’exprime de cette façon: 

// fl 2 n {[ :/(A + *)-/(A)i<ei}, 

t X O fl 

X et h parcourant l’ensemble des nombres réels et e et 3 étant >0. 

En renversant l’ordre des opérateurs f l et ou obtient la définition 

X ô 

de la continuité uniforme. 
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V. Relations entre les opérateurs E «t E- 

X X 

1 . E E<?{x, y) E ? (■*, y). 

X y y X 

En effet, d’après § 1, IV, 1, t b E S <? (x,y) ^ I^(t,y). En dé- 

X y y 

signant par Ay l’ensemble E 'f (x,y), on a <p (t,y) E ^{x,y)^t s Ay, 

X X 

d’où d’après § 1, V: 

E ? (t, y) (t £ Ay) ^ tzE Ay^^ttE E ^ (.x, y). 

y y y y X 

D’une façon analogue: 

2. li I h (X, y) = f l E 9 (x, y). 

X y y X 

3. L'ensemble E E 9 (x, y) est la projection de l’ensemble E 9 (x,y) 

X y xy 

parallèle à l’axe y '). 

En effet, si l’on pose (S: ~ E 9 ix,y), on a l’équivalence 

xy 

9 (x, y) =- {(a:, y) b (ÿ} ; donc l’ensemble E E 9 (x, y), comme iden- 

.t y 

tique h E E {{x,y) s (:r}, est la projection de (voir III). 

.V y 

VI. Multiplication cartésienne par un axe. On a l’identité: 

E 9 iy) 9 iy)- 

xy y 

Ainsi, par exemple, E [ 9 (x) + '!'(.)')] == E 9 (x) + E 'l' iy) = 

xy xy xy 

^[E 9 W] xy-\-0CxE9 (^) (cf. § 1, IV, 3). De même (cf. II, 6): 

E [? (X) y{y)\^{[E9 (X)] X y} ■ {a- xE’^ (y)} = E 9 (x) x E <1- iy). 

xy x y X y 

Exemples. 1. Soient A l’ensemble des nombres entiers et R celui des 
nombres rationnels. On a, par définition.- 

R =E E E {(y ^ ^ A) ■ {X Z y) ■ (z^O)) . 

X y Z 


Ces énoncés se trouvent dans la note de M. A. T a r s k i et moi, 
Les opérations logiques et les ensembles projectifs, Fund. Math. 17 (1931), p. 243. 
L’importance de la proposition 3 tient au fait que la projection est une opé- 
ration continue. 
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Posons CV = E {O' A)‘(z^ A)‘ (x z = v) . (z ())}. D’après § 1, IV, 4, r.et 

xyz 

ensemble est la partie commune de quatre ensembles: de l’ensemble 

(y i A) = 'X h {y zA)X 'î, e. à d. de l’ensemble des plans parallèles 

xyz y 

au plan iX X et passant par les points entiers de l’axe 2’* de l’ensemble 
E(zzA), qui est également un ensemble constitué par des plans, 3^' du 

xyz 

paraboloïde hyperbolique détini par réquation v 4'' de l’ensemble 

h (-? + 0), c. à d. de l’espace SY X ^IfX Æ diminué du plan z^Q. 

xyz 

D’après V, 3, l’ensemble R s’obtient de (‘i, en le projetant d’abord sur 
le plan X y et puis, en projetant cette projection sur l’axe ST. 

2. Soit fi(x)^ une suite de fonctions continues. L’ensemble 

des points de convergence de cette suite est par définition: 


^ --= E n s ni l/«+m W - fn W 

X k n m * 


M. 

fl ( 


En posant .4„ „ ^ 
L’ensemble A„ ,,„ 


/ 4 V oc, Cw i.>tj 

= h yfn-^rnM ^ o « donc C— j j V’ / [A^, 

^ ^ ' fi ï n .l W - .I 

étant fermé, on en conclut que C est un F 5. 

Qù 


§ 3. Fonctions. 

I. Notations. Soit / (x) une fonction dont les arguments 
appartiennent à l’espace et dont les valeurs appartiennent 
à l'espace ''■ff. Posons; A = l'ensemble des arguments, V — l’en- 
semble des valeurs. On a donc A C 'X et 1/ C % 

X étant un sous-ensemble de X, f {X) désigne l’ensemble des 
éléments de y qui correspondent aux éléments de X. En symboles: 

{y^f(.X)}^-E{xzX) [y=^fix)]. 

X 

Inversement, si K C % on désigne par / ‘ (Y) l’ensemble de 
tous les X dont les valeurs appartiennent à Y. En symboles: 

{xtf-^Y)}^{f(x)e Y}, d’où f~HY)=E{f{x)^Y}. 

X 

D’une façon analogue, X étant une famille d’ensembles (en- 
semble du deuxième rang), f (X) désigne la famille qui s’en obtient, 
en remplaçant les ensembles X qui lui appartiennent par / {X). 
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II. Formules de calcul. On prouve facilement que: 

1. la. fŒX.}=Ef(X,) 

l l 

2. f(X, X,)Cf{^ù fm 2a. /(/7X)C/7/W 

t L 

3 . fm-nx,)c/(^i-^2) 4 . six,cx„ fmcfix,) 

5. {/(;r) = o}.-{;r^-o} 

6. / '(Ki+K,)=/->(Ki)+/ H^:*) 6a. / 

L t 

7. f ^{Yx- Y,) =f-^ {Y,)- {Y,) 7a. /-' (I l YJ = (YJ 

t l 

8. n{Y,-Y,)=f-^{Y,)-f-^{Y,) 

9. n C n entraîne / > ( KJ C ( n) 

10. {/-‘(K) -0}.-i{KK=0} 

11. XACf 12. ff ^{Y)-~^YV 

13. f{X)' r -/[A'-/ *(n]. 

A titre d’exemple nous établirons la formule 13. Supposons 
que y tf (A') • Y, c. à d. qu’il existe un x: e A tel que y ~ f (.v) e K, 
donc que xzf-'^{Y). Par conséquent y ^ f {X- f {Y)\. Ainsi, 
f{X)- Y C2f\X- f ‘(K)]. Inversement, d’après les formules 2 et 12 
f[X f^{Y)\(Zf{X) ff ‘(r)=/(A) K, d’où la formule 13. 

En restreignant les arguments de la fonction / à un sous- 
ensemble E de A, on obtient une fonction partielle, désignée par 
/I E 1). On a les propositions suivantes: 

14. g f\E entrai ne g ^{Y) = E- f~^ ( Y) 

15. siX=EE, et A=f\E,, on a f ^Y) --=E fr^iY). 

l 

En effet, 14 résulte des équivalences 
[X s 1 (K)] .. [g (X) s Y] - [X s E] [f(x) s Y] ^ [X s £■/-! (Y)] 

et, quant à 15, on a f ^ (Y) E f HY) ■ E, = E frHY). 

l i 


) OU bien par f (x \ B); v. F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 194. 
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III. Fonctions biunivoques. Lorsque la condition/(A:i)=/(A:,) 

entraîne l’égalité ~ x^, la fonction / est dite blunivoque. La 
fonction inverse = transforme alors d’une façon biunivo- 

que l’ensemble V en A. On a évidemment: 

f^^f{x) = x pour X&A et ff Hy) = y pour y s V, 

{^1 x^} {f{Xi) =f{x^)} et {X ê X) {/(x) ê/W} pour XQ A. 

Dans les formules 2, 2a, 3 et 11, le signe d’inclusion peut 
être remplacé par celui d’identité. 

IV. Fonctions topologiques. Dans la suite, nous emploierons, outre 
les fonctions propositîonnelles primitives de la Logique et de la Théorie des 
ensembles: -v =y, xtX (étendues à tous les types d’ordre des variables: X eXetc.), 
la fonction propositionnelle primitive topologique xt X (où X^ nommé fermeture 
de l’ensemble X, est un sous-ensemble de Tespace). Les trois opérations 
logiques +, et effectuées sur ces fonctions primitives, .9w///.9f?nf pour construire 
la Topologie tonte entière; toute fonction propositionnelle ainsi obtenue sera 
dite topologique. 

On a vu au précédent que, /(.v) étant une transformation biunivoque 
de l'espace St en la relation Xi — x., équivaut à / (Xi) — f {X 2 ) et la relation 
X e. X à f (x) e f (X). Supposons, en outre, que la relation x e X équivale 
à f(x)tf(X), La transformation / est dite alors une hornéomorphie^). 

On vérifie que, / étant une homéomorphie, toute fonction proposiiionnelle 
topologique concernant Tespace équivaut à la fonction propositionnelle qui s'en 
obtient, en substituant f (x) à x, f (X) à X etc. 

En d’autres termes: tout ce qui se laisse exprimer à l'aide des fonctions 
propositionnelles topologiques est un invariant de V homéomorphie. 

Ainsi, par ex., considérons la propriété de l’espace d’être dense en soi. 
Elle s’exprime par la condition // x^X — {x). Posons 3/ =/(-^). La fonction 

X 

f étant supposée une homéomorphie, on en conclut que 

y 

donc ce qui signifie que l’espace '?/ est dense en soi. 

y 

La condition que l’ensemble X, situé dans Tespace X, soit fermé s’exprime 
par l’égalité X ^ X, Il vient /(^)=--/(X), ce qui^signifie que l’ensemble qui 
correspond à X est, dans l’espace y, fermé. 


Nous reviendrons sur cette notion au § 13, Vlll.' 
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V. Notations auxiliaires. Les notations dont il était question jusqu’à 
présent suffisent théoriquement — comme nous l'avons dit — pour y fonder la 
Topologie. Mais pour des raisons pratiques on se sert en outre des autres 
notations, qui sont d’un caractère auxiliaire *). 

C'est ainsi, par exemple, que l’on pourrait se passer de la notation 
f (x) qui est employée pour désigner une fonction variable. Toute fonction 
est, en effet, un ensemble de paires ordonnées (satisfaisant à certaines condi- 
tions) et la paire ordonnée a b est par définition identique à l’ensemble 
|(^/, une fonction est donc un ensemble du 3-me ordre. 

Le cas des notations des nombres naturels (ou réels) est analogue. Si 
l’on suppose que l’espace considéré est infini ‘0 (ce qui est, en général, légi- 
time), les nombres naturels se laissent définir dans cet espace d’une façon 
intrinsèque. Notamment, en classant les sous-ensembles finis de l’espace selon 
leur puissance, on définit une suite de classes qui peut être considérée comme 
la suite des ..nombres naturels*. A l’aide de Tensemble des nombres naturels 
(ainsi conçus), on définit par des procédés classiques l’ensemble des nombres 
rationnels, réels, complexes etc. (ainsi, par exemple, la propriété d’un espace 
topologique d’être une image continue de l’intervalle 01 de nombres réels 
est — à ce point de vue — une propriété intrinsèque; pour être formulée 
sans variables auxiliaires, elle demanderait, bien entendu, l’emploi des varia- 
bles d'ordre très élevé). 

Quant à l’emploi des nombres transfinis, ils interviennent en Topologie 
toujours de façon qu’on peut les éliminer à l’aide de la méthode générale 
d’élimination des nombres transfiuis des raisonnements mathématiques ’O* 


^) Bien que. au point de vue logique, les notations auxiliaires ne soient 
pas indispensables, elles sont très uUles dans le développement d’un système 
mathématique. 

2) Cette hypothèse peut s’exprimer ainsi: il existe une famille d’ensem- 
bles telle que, pour chaque XtX, il existe un ensemble Y satisfaisant 

aux conditions: Y-^X^YQX, Y ^ X, Voir A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924), p. 49. 

3) exposée dans mon ouvrage de Fund. Math. 3 (1922), p. 76—108. 
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Notions fondamentales. Calcul topologique. 

§ 4. Système d'axiomes. Règles de calcul. 

I. Axiomes. Nous considérons dans ce chapitre; 1® un en- 
semble, que nous désignons par 1 et que nous appelons espace, 
2® une fonction X définie pour chaque sous-enseinble X de 1 de 
façon que A' C 1 et que nous appelons fermeture de X. Les élé- 
ments de l’espace sont dits des points. 

Nous admettons les trois axiomes suivants: 

I) A'+K-A’+f 

II) si X ne contient qu'un seul point ou n’en contient aucun, on a 

X^X 

III) X=^-X. 

IL Interprétation géométrique. ’^) Kn cas où 1 désigne l’espace eucli- 
dien (à n dimensions), X est l'ensemble X augmenté de ses points d’accumu- 
lation. Nous allons prouver que les trois axiomes sont réalisés. 

Supposons d’abord que p ^ X }\ donc que Ton & p ^ Vim p^ où 
p^z(X-\- Y). Il existe alors parmi les une infinité de termes qui appartien- 


Des axiomes analogues ont été introduits par M. F. H i e s z, Stetig- 
keitsbegriff und abstrakte Mengenlehre, Atti del IV Congr. Int. del Mat., vol. Il, 
Roraa 1909. Voir aussi ma note Sur l'opération À de l* Analysis Situs, Fund. 
Math. 3 (1922), pp. 182 — 199, M. M. F r é c h e t appelle ^accessibles" les 
espaces assujettis aux axiomes I III. Voir son livre Espaces abstraits, Paris 
1928, p. 185. 

^) Le N® II n’intervient pas dans la suite: il ne sert que pour rendre les 
axiomes plus compréhensibles. Cf. aussi § 7, 111. 
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nent soit tous à soit tous à Y; dans le premier cas on a p^X et dans le 
second pt K. Donc, en tout cas, p^ X-^- Y- 

Il est, d’autre part, évident que, si p appartient à la fermeture de A", 
P appartient, à plus forte raison, à la fermeture de chaque sur-ensemble de A", 
donc à A' + K Par conséquent X + Fc^+ Y, d’où on conclut que l’axiome I 
est réalisé 

L'axiome II étant manifestement vérifié, reste à démontrer l’axiome IIL 
On a par définition X'C/X. Afin de prouver que XQX^ supposons que ptX 
et que S est une sphère (à n dimensions) qui contient p à l’intérie^ur. Le point 
P appartenant à la fermeture de l’ensemble X, il existe à l’intérieur de 5 un 
point rt X; cette dernière condition implique l’existence d’un point .s apparte- 
nant à SX. Ainsi, chaque sphère qui contient p à l’intérieur, contient un 
point de X. Cela entraîne la formule p^X, c. q. f. d. 

III. Règles du calcul topologique: 

1. ^ implique X CŸ 

2. xrc^ ÿ 3. x-Ÿc y 

4. iTx.CnX 5. IXCS^: 

il L i 

6. si X est fini. X = X 

7. X<ZX: 8. 1 = 1 9. 0 = 0. 

Les cinq premières règles résultent de l’axiome I. 

En effet, pour prouver 1, remarquons que (selon § 1, II) 
l'inclusion X équivaut à l’égalité V — X Y, qui entraîne 
Y == X -Y Y, donc, selon l’ax. I, Ÿ ~ X F, ce qui équivaut à l’in- 
clusion X CI Y. 

La règle 1 entraîne 2. Car les inclusions XYÇ^X et XY (2 Y 
impliquent XY C ^ et XVC F d’où .YFC Ÿ- 

L’identité X-\- Y ={X— Y)+ Y entraîne en vertu de l’axiome I: 
X -Y Ÿ = X — Ÿ -Y Ÿ eï, en multipliant les deux membres de cette 
égalité par 1 - F, il vient X- Ÿ=X^Ÿ- FC^- F, d’où la 
règle 3. 

La règle 4 est une généralisation de la règle 2 (à une quantité 
arbitraire, dénombrable ou indénombrable de facteurs) et elle se 
démontre d’une façon analogue. On a, en effet, pour chaque 

indice x: /] X, Q X^, d’où I f X, donc /] X, (Z [J X^. 
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D’une façon analogue, l’inclusion implique que 

XyXZ^-^” ‘l oi' Lu règle 5 se trouve ainsi établie. 

V. : 

La règle 6 est une conséquence immédiate des axiomes I et II. 

La règle 7 résulte de l’axiome II et de la règle 1. En effet, 
la formule p s X équivaut tt l’inclusion (p) C A', qui entraîne 
(p)(ZX et comme, selon l’ax. 11, (p) =■ ip), il vient (p) C A', donc 
P î X. Ainsi l’inclusion p & X entraîne p £ X, c. q. f. d. 

La règle 8 résulte directement de 7 et la règle 9 est impli- 
citement contenue dans l’axiotue II. 

IV. Relativisation. E étant un ensemble de points fixe et 
A’ un sous-ensemble arbitraire de /T, on appelle fermeture de X 
relative à E l’ensemble E X. La fermeture relative satisfait aux 
axiomes I — III relativisé.‘i par rapport à E; c’est-à-dire (pie, X et V 
étant des sous-ensembles arbitraires de E, ou a: 

D) EX+Y^^EX+EY 

II/;) si X ne contient qu'un seul point ou n'en contient aucun, on a 

E X=^ X 

IH/;) EEX^^EX. 

En effet, les propositions L; et IL; sont respectivement des 
conséquences directes des axiomes I et II. Quant a la proposi- 
tion IIL, on a selon la règle 2 et l’axiome III: 

E>{ CE-XrX=X, d’où E- EX CE- X 

et, l’inclusion inverse étant une conséquence de la règle 7, on 
obtient l’identité IIL> 

Il est ainsi établi que les axiomes I — III peuvent être rela- 
tivisés par rapport à un ensemble arbitraire E. Il en est donc de 
môme de tous les théorèmes qui résultent des axiomes I — III: ils 
restent valables, lorsqu’on considère comme espace un sous-en- 
semble arbitraire E de 1 (et que l’on relativise la fermeture). 

Nous avons vu au N'MI que les axiomes I— 111 sont remplis dans l’espace 
euclidien. Il en résulte quo ces axiomes sont aussi remplis, lorsqu’un sous- 
ensemble arbitraire d’un espace euclidien est considéré comme espace. 

c. Kurutowski. Topologie I. ^ 
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V. Rnalyse logique du système d'axiomes. 


Les axiomes I — IIl sont indépendants. En effet, si on considère comme 
Tespace un ensemble composé de deux éléments a et et si l’on pose: Ô = 0, 
(n) = (û), (b)~{b) et (n, f?) = 0, les axiomes II et III sont réalisés, tandis que 
I ne l’est pas. Si, pour un espace non vide, on pose ^ = 0, quel que soit A', 
les axiomes I et lIl sont remplis, mais II ne l’est pas. Enfin, pour prouver 
rindépendance de l’ax. III, considérons l'exemple bien instructif suivant^): 
l'espace se compose de toutes les fonctions réelles de variable réelle; X étant 
un sous-ensemble de cet espace, toute fonction-limite d’une suite de fonctions 
extraites de X appartient à X. L'espace des fonctions, ainsi conçu, satisfait 
aux axiomes I et II, mais ne satisfait pas à l’ax. III. En effet, A désignant 
Pensemble des fonctions continues, on a puisque la fonction (de 

Dirichlet) égale à 1 aux points rationnels et à 0 aux points irrationnels 
appartient à A^ mais n’appartient pas à À. 

Les axiomes I et lll ne sont énoncés qu’à l’aide des opérations de l’Algèbre 
do la Théorie des ensembles et de l’opération X. On pourrait se demander s'il 
n'existe d'autres axiomes de ce genre, indépendants des axiomes I — III et 
valables dans chaque espace euclidien. La solution d’un cas particulier de ce 
problème est fournie par la table suivante. 



*) dû à M. F r é c h e t; voir sa Thèse, Rend, di Palermo 22 (1906), p. 15. 
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Supposons, notamment, que l’on opère sur un ensemble A' à l'aide des 
deux opérations: A' et A" (=1 — X). Quel est le nombre d’ensembles qui s’en 
obtiennent? On prouve que ce nombre est 14*). Les 14 ensembles en que- 
stion sont contenus dans la table ci-dessus La meme table renferme /ouies 
les inclusions valables pour chaque sous-ensemble de la droite. 


§ 5. Ensembles fermés, ensembles ouverts. 

I. Définitions. X est un ensemble fermé, lorsque X--X^). 
X est un ensemble ouvert, lorsque le complémentaire de X 
est fermé, c. à d. lorsque 1 — X ~ \ — X, ou encore, lorsque 

x=i- r-x 

Exemples. Dans l’espace des nombres réels les nombres naturels con- 
stituent un ensemble fermé; l’intervalle a h est fermé: l'intervalle a<Cx<Cb 

est ouvert (non fermé); dans le plan ce dernier ensemble n’est pas ouvert. 

Dans l’espace des nombres naturels chaque ensemble est fermé et ouvert 
simultanément. 

f(x) étant une fonction bornée définie dans l'intervalle son 

image géométrique, c. à d. l'ensemble 13' =/(.')], est fermée (dans le plan), 

xy 

lorsque la fonction / est continue et dans ce cas seulement (cf. § 23). 

II. Opérations. La somme de deux ensembles fermés est un 
ensemble fermé. Cela résulte de Taxiome I, lorsqu’on pose X—X 
et f- Y. 

Le produit (d’un nombre fini ou infini) d'ensembles fermés est 
fermé. En effet, en posant X,^ = X^ dans la règle 4, on a [1 X^Cl H 

t t 

et comme on a f l X^ Cl fl X^, selon 7, il vient f]X^=IIX^. 

Il I i 

En vertu de la formule de de Morgan, d’après laquelle 
(voir § 1, II et V) on a 1 — XV = (1 — >Y) + (1 — Y) et, en général, 
1 — /7 X = (1 — XX on conclut des propositions précédentes 

t t 

que le produit de deux ensembles ouverts est ouvert et que la somme 
d’un nombre arbitraire d’ensembles ouverts est ouverte. 


*) Pour la démonstration, voir ma note citée de Fund. Math. 3, p. 196. 
^) Pour des raisons typographiques nous écrivons au lieu de X', l'ai- 
guille remplace ici le signe d'inclusion C 

^) Notion due à G. Cantor, Math. Ann. 21 (1883), p. 51. 
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D’après les règles 8 et 9, les ensembles 0 et 1 sont simulta- 
nément fermés et ouverts '). 

ni. Propriétés. D’après l’ax. III, la fermeture est un en- 
semble fermé. On peut donc définir les ensembles fermés comme 
les ensembles de la forme X. D’une façon analogue, les ensembles 
ouverts coïncident avec les ensembles de la forme 1 — X. 

Si G est ouvert, on a GX (” GX, quel que soit X. 

Car, par définition de l’ensemble ouvert, on a G == 1 — 1 — G, 
donc G X -- yV — 1 — G ( y\ — (1 - O) - GX en vertu de la règle 3. 

L’inclusion GyV(3 GA^ implique GXÇfGX et, en tenant compte 
de la formule A’ X, on a GX Çf GX, d’où 

GX - GX. 

IV. Relativisation. Conformément à la terminologie adoptée 
au § précédent, un ensemble yV est fermé relativement à E, lorsque 
X E X. L’ensemble A’ est relativement ouvert, lorsque XÇfE 
et que E — X est relativement fermé (par rapport à E), autrement 
dit, lorsque X ■ E -- E — .A. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble soit 
fermé (ouvert) relativement à E est qu'il soit le produit de E et d'un 
ensemble fermé (ouvert). 

En effet, la condition est nécessaire, car dans le cas où X 
est relativement fermé, on a X^E X, et dans le cas où X est 
relativement ouvert, on a X ~ E — E — X — £ (t — E — X). 

Pour prouver qu’elle est suffisante, supposons d’abord que 
l’on ait X ~ EE et E -• E. Il s’agit de prouver que X est fermé 
relativement à E, c. à d. que X—EX, donc que EF - E- EF. 


*) I..T notion d’ensemble fermé (ou celle d’ensemble ouvert) peut être 
admise comme primitive (au lieu de la fermeture); en admettant comme axiomes les 
énoncés du N" II, ou obtient un système analogue au système basé sur les 
ax. I—lII. Cf. P. Alexandroff, Math. Ann. 94 (1925), p. 208 et W. Sier pin- 
ski, Math. Ann. 97 (1926), p. .335, Topologja (1928). Voir aussi plus loin § 7, III. 
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Or, selon la règle 1, EF CI et comme F ^ F, il vient F EF (_ EF. 
L’inclusion inverse résulte directement de la règle 7. 

Enfin, dans le cas où X ~ EG et G est ouvert, rensemble 
E — X, comme égal à E — EG - E- (l G), est un produit de E 
et d’un ensemble fermé; il est donc fermé relativement à E. Par 
conséquent X est relativement ouvert, c. q. f. d. 

En particulier, si E est fermé (ouvert), la propriété d’étre 
fermé (ouvert) relativement à E entraîne la même propriété au 
sens absolu. Cela résulte du théorème précédent, en tenant compte 
du fait que le produit de deux ensembles fermés est fermé et que 
le produit de deux ensembles ouverts est ouvert (voir N‘M1). 

Le même théorème implique que la propriété d’être relative- 
ment fermé est transitive, c. à d. que si X est fermé dans Y et 
Y est fermé dans /:, X est fermé dans E. 

En effet, par hypothèse: X ~ Y X et Y ~ E- K, donc X E X • Y 
et, comme produit de E et d’un ensemble fermé, X est relative- 
ment fermé dans E. 

11 en est de même de la propriété d etre relativement ouvert. 

V. Ensembles ensembles Gz. Lcl somme d'une famille 
dénombrable ^) d'ensembles fermés est dite /I, le produit d'une fa- 
mille dénombrable d'ensembles ouverts est dit Gz ‘O- 

On voit aussitôt que le complémentaire d’un ensemble /C est 
un Gz et que le complémentaire d’un G^ est un La somme 
d’une infinité dénombrable d’ensembles est évidemment un F^. 

Le produit de deux ensembles F., est un soit, en effet, A ~ A„ 

n.l 

et B ^ Bny donc AB = AnB,n et, les ensembles An et Bm étant 

/I - 1 n. m - 1 

fermés, leur produit An Bm est aussi fermé; Tensemble AB est 


Nous entendons par eiiserable dénombrable un ensemble dont les élé- 
ments se laissent ranger en une suite finie ou infinie. Notons que, dans 
ce sens, chaque ensemble fini est dénombrable. 

-) Ces deux notions, qui présentent une généralisation des notions d’en- 
semble fermé et d’ensemble ouvert ont été étudiées surtout pour les buts de 
la Théorie des fonctions. Cependant elles se sont montrées très utiles aussi 
dans les problèmes géométriques de la Topologie (v. surtout cbap. III, §§ 29—32). 
Ces notions sont dues à M. W. H. Y o u n g, Ber. Ges, Wiss. Leipzig 55 (1903), 
p. 287. 
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donc un F^. Par raison de symétrie, le produit d’une infinité dénom- 
brable d’ensembles Cfj est un Gj et la somme de deux ensembles 
est un Gg. 

Tout ensemble est somme d’une suite d’ensembles fermés 
croissants. On a, en effet, 

Fx + + = + (F, + F,) + {F, + F, + F,) + ... 


et les ensembles en parenthèses sont fermés. 

D’une façon analogue, tout ensemble Gj est produit d’une 
suite d’ensembles ouverts décroissants. 

Pour que X soit un ensemble F, (un ensemble Gj) relative- 
ment à E, il faut et il suffit que X soit un produit de E et d’un 
F^ (d’un Gg). 

Cela résulte des identités: 

Fl' E -\r F.^ - E — {F^ F.^ ...) • E 

et 

{Gi E)'(G^-E)'...^{Gi'G^'...) E. 

En particulier, si E est un Fg (un Gb), X l’est également. 

D’après l’ax. II, tout ensemble dénombrable est un F^. 

Ainsi, par exemple, l’ensemble des nombres rationnels est, dans Tespace 
des nombres réels, un L'ensemble des nombres irrationnels est donc un Crg. 
Nous allons voir plus tard que ce dernier n’est pas un 

VI. Ensembles boreliens. En généralisant les notions d’en- 
semble fermé et d’ensemble ouvert à l’aide des opérations de la 
Théorie des ensembles (comme nous l’avons fait dans le N® pré- 
cédent), on est conduit à considérer les ensembles qui s’obtien- 
nent des ensembles fermés (ou ouverts) par les opérations d’addi- 
tion et de multiplication dénombrables, ainsi que par celle de 
soustraction. On parvient ainsi à la définition suivante. 

Définition *). La famille F des ensembles boreliens est la 
plus petite famille assujettie aux conditions suivantes: 

1) chaque ensemble fermé appartient à F, 

2) si X appartient à F, 1 — X lui appartient également. 


') Voir E. B O r e 1, Leçons sur la théorie des fonctions, Paris 1898, p. 46 
et F. H a U 8 d O r f f, Mengenlehre, § 18 nBorelsche Système* et Grundzüge, p. 304. 
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3) si Xn (« = 1, 2, ...) appartient à F, l'ensemble fl lui appar- 

n-\ 

tient également. 

On voit aussitôt que la condition 1) peut être remplacée par 

1') chaque ensemble ouvert appartient à F 
et que la condition 3), peut être remplacée par la condition 3'), 
qui s’obtient de 3), en y substituant ^ à JJ. 

L'étude plus détaillée des ensembles boreliens se trouve dans les cha- 
pitres II et III. 

Les ensembles que l’on rencontre dans la majorité des applications de la 
Topologie sont boreliens. D’autre part, comme nous verrons, on coiinait des 
exemples d’ensembles non boreliens. 

En ce qui concerne les ensembles relativement boreliens, on 
a le théorème suivant: E étant un ensemble donné, les ensembles 
boreliens relativement à E coïncident avec les ensembles de la forme 
BE, où B est un ensemble borelien variable. 

En effet, la famille des ensembles X tels que XE est bore- 
lien relativement à E satisfait aux conditions 1)— 3), car 1® si X 
est fermé, XE est fermé dans E, donc borelien relativement à E, 
2® si XE est borelien dans E, — X) - E l’est également, puisque 
— X) - E — E — XE, 3" si chacun des ensembles EXn est borelien 

OKa oo oo 

dans f, E-fJXn l’est également, puisque E- fj X„ = fj (EX„). 

n-^1 n~i 

Or, la famille des ensembles boreliens étant la plus petite 
famille satisfaisant aux conditions 1) — 3), elle est contenue dans 

la famille des ensembles X en question. Autrement dit, si X est 
borelien, XE est borelien relativement à E. 

Inversement, la famille des ensembles X = BE^ où B est bo- 
relien, satisfait aux conditions l)"-~3) relativisées par rapport 
à £*, car 1® chaque ensemble fermé dans E appartient à cette famille, 
2® si = BE, Tensemble E — X ~ E B), comme produit de E 
et d’un ensemble borelien, appartient à la famille considérée, 

oo oo oo 

3® si X„ — EB„, on a f] X„ — E- fJ B„, donc /7 appartient aussi 

n~\ /i=il n~\ 

à la famille considérée. Par conséquent cette famille contient 
la famille des ensembles boreliens relativement à E, En d’autres 
termes, si X est borelien relativement h E, X est un produit 
de E et d’un ensemble borelien. 



24 


Chapitre I. Notions fondamentales. Calcul topologique. 


§ 6. Frontière, intérieur d’ensemble. 

I. Définitions 0- La frontière de X est l'ensemble Fr {X) = 
- X l — X. L'intérieur de X est l'ensemble Int {X) — 1 — 1 — A". 

Exemples, Sur le plan euclidien, X désignant le cercle .V“-(-y- :>!, 
Fr (.rV) est la circonférence du cercle, Int (A') est le reste. Rien ne change, si 
l’on remplace le signe par <. 

Dans l’espace des nombres naturels la frontière de chaque ensemble 
est vide. 

Dans l’espace des nombres réels l’ensemble des nombres rationnels 
a pour frontière rcspace entier. 

A' étant un ensemble arbitraire situé dans l’espace des nombres réels 
et f {x) étiint la fonction définie par les conditions: /(.v) — 1 pour x^X et 
/(x)™0 ailleurs, la frontière de X constitue l’ensemble des points de discon- 
tinuité de la fonction f {x) (voir § 13). 


Il, Formules de calcul. Nous nous servirons dans la suite 
des formules suivantes '): 


(1) IntCYK)- Int(.Y) lnt(}0 (r) X(ZY implique Int(.Y)CInt( K) 

(2) >:int(.V)Clnt(V^c) 


l 


(3) 

Int (T) - 

A - 1 - A ^ 

(4) 

Fr (1 - X) : = 

Fr (A) 

(6) 

Fr (T) - A' 1 - 

A"+ A" - A' 

(8) 

Fr (A^+ Y) C Fr 

(A) + Fr(F) 

(10) 

Int (A) Fr (A) 

== 0 

(12) 

Int [Fr ( A)J - 

^ A • Int [Fr ( 


= ^~Fr(.Y)C-^ 

(5) Fr {X) C Fr {X) 

(7) .Y+Fr(.V) = A" 

(9) Fr (AT) C Fr (A') + Fr (K) 
(11) Fr [Int (X)\ C Fr (X) 
Y)] ^ 


0 Cf. G. Gant or, Gôttinger Nachr. 1879, p. 128 et C. Jordan, Journ, 
de Math. (4) 8 (1892), p. 72. 

*0 Quelques-unes se trouvent chez M. Z a r y c k i, Quelques notions fon- 
damentales de V Analysis Situs au point de vue de V Algèbre de la Logique, Fund. 
Math. 9 (1927), pp. 3--15. D’auteur étudie en outre d’autres fonctions d’ensemble, 
telles que le „bord“ = AT • 1 — ^V, r„extérieur“ = 1 — X, 
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Les formules (1) — (3) se démontrent comme suit; 

1 -1 -XK= 1 -l-X+l-y:= 1_(1 _,Y+l--y) = • (l-f-- Y). 

E Int (X) - 1 - / / 1 - A' C 1 - - I l il - a;) -- Int ( ^ A^) . 

t t 

1-1 -ATC 1-(1- A") = A', donc Int (A^ = A (1-1 A) -A-1-A- 
=: A- A- 1 - A" = A- A- A - 1 - A= A- A' 1 - A ==. A' Fr (X) C A. 
Les formules (4) et (5) sont évidentes. 

A- 1 - A - (A 1 - A) • A + (A' 1 - A) (1 - A) , d’où l’iden- 
tité (6) en vertu des inclusions A A" et 1 — A 1 — A. 

A + Fr (A) A + A - ï - A + (A - A) = A + (A - A^ = A'. 

Fr (A + V) - A + Y- 1 - (A + K) - A+ Y - (1 A) • (1 A) C 
C ^ 1-^- 1- y-Y y 1-A- 1- KC A 1 -A+ K' 1 - K- Fr (A) + Fr ( K). 

Fr (AF) - Fr (1 - AF) = Fr [(1 - - A") -f (1 - F)] C 
C Fr (1 - A') + Fr (1 - F) = Fr (A) + Fr ( F). 

La formule (10) est évidente et la formule (1 1) résulte de (4) 
et (5). 

L’inclusion Fr (A") A implique en vertu de (1') et (3) que 
Int [Fr (A')] G A. En désignant par O l’ensemble (ouvert) Int [Fr (A)|, 

on a donc G = GA, d’où, en raison de § 5, III: G = GA = GA, ce 
qui donne la première des égalités (12). La deuxième en résulte, 
en substituant 1 — A à A et en tenant compte de (4). 

Au point de vue du calcul topologique les formules suivan- 
tes, que nous citons sans démonstration, présentent un certain 
intérêt: 

Int [Int (A)] = Int (A), Int (A - F) C Int (A) - Int ( F), 

Fr {Fr [Fr (A)J} = Fr [Fr (A)] C Fr (A). 

La formule Int(A+ F) = Int (A) -j- Int (F) sera établie au § 8. 
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III. Rapports avec les ensembles fermés et ouverts. 

On voit aussitôt que la frontière est fermée et que l'intérieur 
est ouvert 0- De plus, l’intérieur de X est le plus grand sous- 
ensemble ouvert de X; car, G étant un sous-ensemble ouvert 

de X, on a 1 - A' C 1 - G = \ - G, d’où \~-l ( C 1 - G, donc 
OCl-i^^=Int W. 

Si X est fermé, on a Fr (A') = Xi— X-, si X est ouvert, on a 
Fr {X) = X — X. Chacune de ces égalités caractérise les ensem- 
bles fermés et ouverts respectivement, car on obtient en vertu de (6) 
dans le premier cas X — X — 0, d’où X = X, et dans le second 
cas A' 1-“;? == 0, d’où 1 - ^ - 1 - X. 

En particulier, l’égalité Fr (A’) = 0 équivaut à l’hypothèse que 
X est simultanément fermé et ouvert. 

La condition nécessaire et suffisante pour que X soit une dif- 
férence de deux ensembles fermés est que l'ensemble X — X soit 
fermé *). 

En effet, soient X = E — F, E et F deux ensembles fermés. On a 
A' = X- (E - F)=- X E- X F 

et comme X C! il vient X Cl d’oii X E = X. Par conséquent 
X = X — X- F, d’où X — X = X- F; donc X — X est fermé. 

Inversement, si X—X est fermé, l’ensemble X, comme égal 
à X—{X — X), est une différence de deux ensembles fermés. 

IV. Théorème sur l’additivité. On rapprochera à la for- 
mule (2) le théorème suivant (dont nous nous servirons au § 8): 

{Aj} étant une famille (de puissance arbitraire) d’ensembles 
ouverts relativement à ia somme ]11 X„ on a 

l 


Cette dernière proposition équivaut à Tax, III; sous le nom de la 
^condition de M. Hedrick" elle a été considérée par certains auteurs comme 
axiome. Voir E, R. H e d r i c k, Trans. Amer. Math. Soc. 12 (1911), p. 285 et 
M. F r é c h e t. Espaces abstraits, p. 201. 

Voir la note de M. W. Sierpihski et moi, Sur les différences de 
deux ensembles fermés, Tôhoku Math. Journ. 20 (1921), p. 22. 
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(i) 

Int (21 X)- 21 Int {X,) 

t t 

(ii) 

Int iïfX) = ^ïnt iX). 




En effet, en posant 5 on a par hypothèse = S~S—X^ C 

C 1 - S-X„ donc SCZ(i- II vient: Int (5) = 5 Int (S) C 

C (1 - 5-â;) • (1 -ï- 5) (1 -s^x;+ï-s) -i; (i - 1 = 

t t t 

= .Z" (1 — î X) = S Int (X.) et, en vertu de (2), on en tire l’éga- 

t l 

lité (i). 

D’après le § 5, III on a Int (5) = Int (5) • 5 C ïnTc§ S . 
Comme nous avons prouvé, 5 CI ^ (1 — 5 — il vient donc 

t 

Int (5) C = 2’ (int (5y - 5 

t l 

Or, Int (5) — 5 — (C «S" — 5 — (C ~ “ X) == X.^ et, le premier 

membre de cette inclusion étant ouvert, il est contenu dans l’in- 
térieur de X^; ainsi Int (S) — S — X C Int {X,X En tenant compte 
de la formule précédente, on obtient Int (5) C ^ Int {X^, donc 

t 

ïnt(5)CXTnt(>,). 

t 

Reste à prouver l’inclusion inverse. Or, d’après (!'), Int {Xi) C 
Clnt(.S). Donc 21 Int (vVj) C Int (5) et finalement 21 Int C Int (•S'). 

t I 

§ 7. Entourage d’un point. Localisation 
des propriétés. 

I. Définition. L'ensemble X est dit entourage du point p, 
lorsque p z\ni {X), c. à d. lorsque p est un point intérieur de X-, 
autrement dit, lorsque p n’appartient pas à 1 — lY, 

Un ensemble ouvert est un entourage de chacun de ses points. 
Un entourage de p contient un entourage ouvert de p, notamment 
l’intérieur de cet entourage. 
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Chaque sur-ensemble d’un entourage de p est un entourage 
de p. Le produit de deux entourages de p est un entourage de p. 
Car 1-XV^i -X-^1- Y. 

II. Equivalences. Pour que p s X, il faut et il suffit que tout 
entourage E de p satisfasse à l'inégalité XE 0. 

Supposons, en effet, que p ^ X et soit E un entourage arbi- 
traire de p. Cela veut dire que p n’appartient pas à \ E et il 
vient p £ A' — 1 — E (“ A' — (1 — E) - XE. Par conséquent XE 0. 

Supposons, d’autre part, que chaque entourage E de p satis- 
fait à l’inégalité XE -4 (). Il en résulte que l’ensemble 1 — A' n’est 
pas un entourage de p, donc que p s 1 — (1 — A') ~ X. 

Ce théorème entraîne directement le corollaire suivant: 

Pour que p t Fr (A'), il faut et il suffit que tout entourage E 
de p satisfasse à la double inégalité EX f-- 0 E — X. 

Il est à remarquer que dans les deux énoncés précédents on 
peut remplacer le terme entourage de p par ensemble ouvert con- 
tenant p. Car chaque entourage de p contient un entourage ouvert 
de p. 


III. Espace de Hausdorff. La notion d’entourage (ouvert) du point p 
est le terme primitif de l’espace de Hausdorff ^). Cet espace est assujetti 
aux 5 axiomes suivants: 

A. A clia<iue point p correspond au moins un entourage. Chaque en- 
tourage de p contient />. 

IL U et V étant deux entourages du point il existe un entourage 
de p contenu dans UV. 

C. Si U est un entourage de p et q -U, il existe un entourage K de <7 
contenu dans 11. 

1 ). S\ p^i], il existe deux entourages U et V des points/; et q respe- 
ctivement, tels que 

E. A chaque point p correspond une suite (dénombrable) d’entourages 
telle que tout entourage de p est sur-ensemble d’un terme de cette suite '‘^). 


^) Orundziiî^e der Mengcnlehre, p. 213; au point de vue historique il est 
intéressant de rapprocher le système de M. Hausdorff à celui de M. Hil- 
bert, Gottinger Nachr. 1902 (reproduit par ex. dans Grundlagen der Geometrie 
Leipzig 1913, p. 165). Cf. aussi les espaces { V) (= voisinage) de M. Fréchet 
{Espaces abstraits, p. 172). 

„Das erste Abzahlbarkeitsaxiom**, F. Hausdorff, ib. p. 263. 
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On voit facilement que les entourages ouverts d’un espace qui satis- 
fait aux axiomes 1 — 111 vérifient les propositions A. H et C, tandis que les pro- 
positions 1) et E peuvent être en défaut 0- Inversement, si l’on définit la fer- 
meture dans l’espace de Hausdorff par la condition exprimée dans la propo- 
sition du N-Ml, les axiomes I— 111 se trouvent vérifiés O- 

Ceci généralise le fait que chaque espace eiicliiiien satisfait aux axiomes 
I— 111 (cf. § 4, 11), car un espace euclidien est un espace de Hausdorff (lorscjue 
p. ex. les sphères ouvertes de centre p sont considérées comme des entou- 
rages de p). 

IV. Localisation. Etant donnée une propriété P d’ensembles, 
désignons par P la famille des ensembles jouissant de cette pro- 
priété. 

Définition, D ensemble X jouit de la propriété P au point p, 
lorsqidil existe un entourage E de ce point tel que XE s P. Le 
symbole A'" désigne Vcnsemble des points p (qu’ils ap[)arti(Minent 
à X ou non) auxquêls X ne jouit pas de la propriété P. 

Ainsi, par exemple, si P est la famille composéf^ de l’ensom- 
ble vide, on a, d’après le tbéor. du N^’JI, A' A^ En localisant les 
propriétés d’être un ensemble fini et d’être un ensemble dénom- 
brable, on parvient, comme nous verrons (§§ 9 et 18), aux no- 
tions de l’ensemble dérivé et de retisemble des points de condensa- 
tion de X, 

V. Familles héréditaires et additives. 

Nous allons étudier l’opération A'", en imposant à la famille P 
deux conditions qui seront réalisées dans plusieurs cas impor- 
tants. Nous allons notamment supposer (pie la famille P est 
héréditaire et additive, c. à d. que 

(i) les conditions X z P et Y Çf_ X entraînent Y z P,^ 

(ii) les conditions X z P et Y z P entraînent X + Y z P. 

Conséquences de (i). La condition (i) supposée remplie, on 
peut dans la définition du N^^ précédent imposera l’entourage E la 
condition d’être ouvert. En effet, d’après N”I, chaque entourage 
E de p contient un entourage ouvert G de p; donc, si l’on suppose 
que XE z P, l’inclusion XGÇfXE entraîne XG z P, 


q M. Prêche t, 1. c., p. 212. 

2) F. H a U 8 d O r f f, 1. c., pp. 223—4. 
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De là résulte que l’ensemble 1 — X*, comme somme d’ensem- 
bles ouverts, est ouvert. Par conséquent X* est fermé. 

Nous allons prouver que 

(1) XQ Y implique X* Q Y* (2) X** Q X* 

(3) si G est ouvert, on a OX* = G ■ {GX)*. 

En effet, soient X Q Y, p e X* et G un ensemble ouvert con- 
tenant p. Donc XG non-s. P et, comme XG Q YG, on conclut 
de (i) que YG non- s P. Il en résulte que ps Y*. 

Supposons à présent que p non-s X*. Il existe par consé- 
quent un entourage G Ae p tel que XG s P. Il vient selon (i) 
0 s P, d’où ^* (1 — X*) s P. Or, l’ensemble X* étant fermé, \ — X* 
est un entourage de p. On en conclut que p non-s X**, d’où 
l’inclusion (2). 

Supposons enfin que p s GX*. Donc H étant un entourage 
de p, on a HGX non-s P (puisque HG est un entourage de p). 
Il en résulte que p s {GX)*. Ainsi GX* Q {GX)*. D’autre part, selon (1), 
l’inclusion CAC ^entraîne (GA)*C^*. d’où G{GX)*QGX*, ce 
qui implique l’égalité (3). 

L’égalité (3) montre que le fait qu’un ensemble X possède 
ou non une propriété au point p dépend de l’entourage de ce 
point; c’est donc un fait „locar. 

Remarquons enfin que la proposition (1) entraîne (voir § 4, III) 
les formules suivantes: 

(4) {XY)*CX*Y* (5) {FIX.ŸCnx: 

l l 

( 6 ) Ix:c{ExS. 

l l 

Conséquences de (i) et (ii): 

(7) {X -p F)* = X* -Y Y* (8) X* - Y* Q {X - K)*. 

En effet, si p non-s X*, il existe un entourage G de p tel 
que XG s P. De même, si p non-s Y*, il existe un entourage 
H de p tel que YH s P. Selon (i): XGH s P et YGH s P, d’où 
selon (ii) : (A-f- Y) - GH s p, ce qui prouve que p non-s (A -f- K)*. 
Donc (A-f Y)* Q X* -Y Y*. L’inclusion inverse est un cas parti- 
culier de (6). 

La formule (8) résulte de (7); cf. § 4, III, règle 3. 
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§ 8. Ensembles denses, frontières, non-denses. 

1. Définitions. 1. X est un ensemble dense, lorsque 1 ^). 

2. X est un ensemble frontière, lorsque son complémentaire 
est dense, c. à d. lorsque 1 — ^=1. 

3. X est un ensemble non-dense, lorsque sa fermeture est 
un ensemble frontière, c. à d. lorsque 1 — A -- 1 -). 

Exemples, Dans l’espace des nombres réels, les nombres rationnels con- 
stituent un ensemble dense et frontière. Cependant, cet eiisemble n’est pas 
non-dense. 

Sur le plan, la circonférence d’un cercle est non-dense. 

On voit aussitôt que tout sur-ensemble d’un ensemble dense 
est dense, tout sous-ensemble d’un ensemble frontière est fron- 
tière, tout sous-ensemble d’un ensemble non-dense est non-dense. 
La fermeture d’un ensemble non-dense est non-dense. 

Tout ensemble non-dense est frontière. Inversement, tout 
ensemble frontière et fermé est non-dense. 

Un ensemble frontière ne peut être ouvert que s’il est vide. 

II. Conditions nécessaires et suffisantes. L’égalité 1 — ..Ÿ = 1 
équivaut à la formule Int {X) — 0. Les ensembles frontières peu- 
vent donc être définis par la condition qu’ils ne contiennent aucun 
point intérieur ou encore, qu’ils ne contiennent aucun ensemble 
ouvert non vide. L’égalité Int (A") = 0 étant équivalente à l’inclu- 
sion A C! Fr (A) (voir § 6, II (3)), on peut aussi définir un ensem- 
ble frontière comme ensemble contenu dans sa frontière ou 
encore, comme ensemble satisfaisant à l’inclusion A (3 i ^ A. 
On en conclut quq pour que A soit un ensemble frontière, il faut 
et il suffit que l’on ait X \ — X ou, ce qui revient au même, que 


XQl-X. 

Cette dernière inclusion caractérise donc les ensembles non- 
denses. 


») G. C a n t O r, Malh. Ann. 15 (1879), p. 2. 

Cette notion remonte à P. du Bois-Reymond, Die allgemeine 
Functionentheorie I. Tübingen 1882. 
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Une autre condition nécessaire et suffisante pour qu’un en- 
semble X soit non-dense est la suivante: chaque ensemble ouvert 
non vide contient un ensemble ouvert non vide et disjoint de X. 

En effet, si X est non-dense, l’ensemble X, comme ensemble 
frontière, ne contient aucun ensemble ouvert non vide. Donc, 
G étant un ensemble ouvert ( /- 0) arbitraire, l’ensemble G — X est 
non vide, ouvert et disjoint de X. 

D’autre part, si X n’est pas non-dense, X n’est pas un en- 
semble frontière, donc Int (A') -f-. o. Or, G étant un sous-ensemble 
ouvert 0) de Int (A’'), il vient O d Int (A") CI A', d’où O • A’ 0, 
donc GX C- 0 (voir § 5, III), ce qui prouve que l’ensemble ouvert 
non vide Int (X) ne contient aucun ensemble ouvert non vide 
qui soit disjoint de A^. 

III. Opérations. La somme d'un ensemble frontière et d'un 
ensemble non-dense est un ensemble frontière '). 

Soit, en effet, 1 -- A' == 1 = 1 -- Y. En tenant compte de la 
règle 3 du § 4, on conclut que 

1 ~ Y = 1 - A'- KC (1 - 1-(X+ Y), 

d’où 1 1 — Kd 1 — (X -f K) et finalement 1 — + Y) = 1. 

Il en résulte que la somme de deux, donc d'un nombre fini 
d'ensembles non-denses est non-dense ^). 

Car, A" et Y étant non-denses, il en est de même des en- 
sembles X et Y. D’après ce qui précède l 'ensemble X Y est 
frontière et, comme ensemble fermé, il est non-dense. Il en est 
de même de A'-f Y, puisque A' -F Y Çf X -\- K. 

{.V,} étant une famille d'ensembles ouverts relativement à la 
somme d X,, si chaque X, est un ensemble frontière, d X, l'est éga- 
lement; si chaque X^ est non-dense, d X, l'est également. 


q tandis que la somme de deux ensembles frontières peut ne pas être 
un ensemble frontière: tel est le cas de l’ensemble des nombres rationnels et 
de celui des nombres irrationnels dans l’espace des nombres réels. 

Cf. S. .1 a n i 8 Z e w s k i, Thèse (1911), p. 20. 
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C’est une conséquence des formules (i) et (ii) du § 6, IV, en 
y posant Int (A"^,) — 0 et Int (X.) 0 respectivement. 

IV. Décomposition de la frontière. La frontière (tan en- 
semble se compose de deux ensembles frontières, notamment des en- 
sembles X i - - X et X - X. 

La formule Fr (X) ~ X 1 * A + A' -- X a été établie au § 6 
(formule 6). Il suffit de prouver que rensemble A' 1 X est un 
ensemble frontière, car Tensemble X — A" s'en obtient par substi- 
tution de 1 - A' à a; Or, on a 1 1-.Y+ 1 -1 A^C l-A' l- 1 1 - A^ 

- 1 A^+ 1 - 1 - A%- 1 - A ï - a; c. q. f. d. 

Il est à remarquer que nous avons démontré, en meme temps, 
que les ensembles frontières peuvent être définis comme les en- 
sembles de la forme A" 1 — A' (donc aussi comme ceux de la forme 
Â'- A). 


V. Ensembles dont la frontière est non-dense. Si Viin 
des ensembles X' 1 — A' ou X — A^ est non-dense, la frontière Fr (A) 
est non-dense, car, d’après III, elle est alors un ensemble fron- 
tière, donc, comme ensemble fermé, elle est non-dense. 

En particulier, si A" est fermé, on a A .V -O. Par couvsé- 
(j lient la frontière d'un ensemble fermé est non-dense. De même, la 
frontière d-un ensemble ouvert est non- dense. 

Afin d’établir une condition nécessaire et suffisante pour que 
Fr (A"^) soit non-dense, remarquons d’abord, que les ensembles dont 
la frontière est non-dense constituent un corps, c. à d. que la 
somme, le produit et la différence de deux ensembles de ce 
j^enre est encore un ensemble de ce ^enre D. 

Cela résulte directement des formules 8, 9 et 4 du § (5, II et du 
fait que la somme de deux ensembles non-denses est non-dense. 

Ainsi par e>:f3mple la frontière d’une différence de deux ensembles 
fermés est non-dense. 11 en est encore de même des ensembles qui s’obtien- 
nent des ensembles fermés par l’application itérée de la soustraction et de 
l’addition un nombre fini de fois. Une généralisation de ce fait aux opérations 
infinies sera traitée au § 12. Une autre famille importante d’ensembles ayant 
la frontière non-dense est celle des ensembles clairsemés (voir g 9). La notion 
d’ensemble à frontière non-dense correspond à celle de fonction ponctuellement 
discontinue (v. § 13, VI). 

0. Kuratowski. Topologie I. 3 
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Pour que la frontière de X soit non-dense, il faut et il suffit 
que X soit une somme dUin ensemble ouvert et d'un ensemble non- 
dense. 

Considérons, en effet, l’identité 

^ - .Y -- 1 ~ ^ + X- 1 - ^ - Int (A') + A' \ - X, 

Si Kr (A") est non-dense, l’ensemble A' l — A' Test à plus 
forte raison. La formule précédente montre donc que X est une 
somme d’un ensemble ouvert et d’un ensemble non-dense. 

Remarquons, d’autre part, que N étant un ensemble non- 
dense, Fr (AO est aussi non-dense comme un sous-ensemble de 
l’ensemble qui est non-dense. Par conséquent, si A" est une 
somme d’un ensemble ouvert et d’un ensemble non-dense, donc 
de deux ensembles ayant la frontière non-dense. Fr (A') est aussi 
non-dense, c. q. f. d. 

Il résulte du théorème précédent que pour que Fr (AO soit 
non-dense, il faut et U suffit que X soit une différence d'un ensemble 
ferme et d'un ensemble non-dense. 

Car d’une part Fr (AO ^ Fr (1 — AO et d’autre part, si A*^ est 
une somme d’un ensemble ouvert et d’un ensemble non-dense, 
1 - A' est une différence d’un ensemble fermé et d’un ensemble 
non-dense et réciproquement, puisque 1 — (G + AO (1 “ G) - N , 

Dans le domaine des ensembles ayant La frontière non-dense 
les notions d'ensemble frontière et d'ensemble non-dense coïncident. 

En effet, si A" est un enseml)le frontière de la forme X - G N, 
l’ensemble ouvert G est vide, donc A" est identique à l’ensemble 
non-dense N, 

VI. Relativisation. Si A' ^7 définition, dense, 

frontière, non-dense relativement à E, lorsqu’on a respectivement 

E X E-^E, E-X E^^E, 

c. à d. lorsque E Ç'\ A', E Çf_ E — X, E E — A' respectivement. 

D’après Tl, la condition que A' soit frontière (resp. non-dense) 
relativement à E, s'exprime aussi par l’inclusion 

A' C E X (resp. A' C t: - A ). 
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On voit aussitôt que 

1) X est dense dans X\ par consécpieut A' - A" est frontière 
dans X; d’après § 6, II (12), L'ensemble A' lut |Fr ( V)J est simul- 
tanément dense et frontière dans Int [Fr (A')]; 

2) si X est dense dans U, X est dense dans chaque sous-en- 
semble de E (qui contient A'); si X est frontière (ou nothdense) 
dans E, X l'est également relativement èi chaque siir-ensemble de E; 

3) si X est dense dans Y et Y dans Z, A" est dense dans Z. 
Vax particulier, si X est dense dans K, A' est dense dans 

4) si X est non-dense dans E, XE est non-dense dans E. 

En effet, on a par hypothèse: XCffE -X. Donc en vertu 
de la formule E ™ X ™ E — A E - X, il vient V CI E - A', d’où 

XE CI E-'XC E - XE, c. q. f. d. 

5) O étant un ensemble ouvert, si X est frontière (non-dense), 
il en est de même de XCi relativement èi ü, et de XG relativement èi O . 

En effet, si A' est un ensemble frontière, on a A' (1 1 A', 

donc XG Çf 1 ~ A' G et, comme selon § 5, III, 1 - A' G (I (f - 
il vient XG C O - X - G ™ Aï/. 

D’une façon analogue, si A' est non^dense, on a A (C 1 - A', 
d’où XG Cl XG(Zü~ X eZO - XG, 

En outre, XG XG + X {G — O) et rensembl<‘ G G, donc 
A (Ci Ci), étant selon 1) non-dense, dans Ci, le reste de notre 
énoncé résulte de III. 

VIL Localisation. Par définition, A" est frontière (non-dense) 
au point lorsqu’il existe un entourage Ci de p tel que rtmsemble 
ACi est frontière (non-dense). 

Ainsi p. ex., sur !e plan, l’ensemble composé d'viri cercle (rinlérievir y com- 
pris) et d’un sejiçment irayant qu’un seul point p commun avec le cercle, e.st 
localement non-dense en clia(jue point du segment, sauf au point p, mais cet 
ensemble n’est non-dense en aucun point du cercle. 

Chaque sous-ensemble d’un ensemble frontière (non-dense) 
Tétant également, on peut, dans la définition précédente, rempla- 
cer le terme entourage par entourage ouvert (cf. § 7, V). 

Pour que X soit non-dense au point p, il faut et il suffit 
que X soit un ensemble frontière en ce point. 
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En effet, si X n’est pas non-dense au point p et si G est 
un ensemble ouvert contenant p, GX n’est pas non-dense; il 
existe, par conséquent, un ensemble ouvert H satisfaisant à la 
condition 0 - 7 ^- // G GX 11 vient (v. § 5, III): H — H • GXC2 HGX^ 
d’où HG^-{) et, comme 770 d G * GX G X, l’ensemble G X 
n’est pas frontière, ce qui implique que X n’est pas frontière au 
point p. 

Inversement, si X n’est pas frontière au point p ^ G, il existe 
un ensemble ouvert // tel que 0 ^ 77(3 G X. Donc 77 C G * A' 31 GX, 
ce qui montre que X n’est pas non-dense au point p, 

Int (AO est V ensemble des points en lesquels X n'est pas loca- 
lement frontière: Int (X) est celui où X n'^est pas localement non- 
dense. 

Soient, en effet, /7£lnl(X) et G un entourage ouvert de p. 
L’inégalité G • Int (A ) ~/=^ 0 entraîne 0 G Int (X) (3 GX, ce qui 
prouve que X n’est pas frontière au point p. 

Inversement, si p t \ — Int (A'), l’ensemble G = 1 — ïnt (X) 
est un entourage ouvert de p tel que GX est frontière, car 
Int (GX) - Int (G) • Int (X) - [1 - Int (X)] Int (X) - 0 . 

La deuxième partie de notre proposition résulte de la pre- 
mière en vertu de la proposition précédente. 

L'ensemble des points de X ou X est localement frontière (non- 
dense) est un ensemble frontière (non-dense). 

En particulier, si X est en chacun de ses points localement 
frontière (non-dense)^ X est un ensemble frontière (non-dense). 

On a, en effet, X - Int (A') (3 X— Int (X) == X* 1 - X et, l’en- 
semble X 1 — A^ étant (selon N" IV) un ensemble frontière, Tensemble 
A’^— Int (AO l’est également. 

D’une façon analogue, X-“Int(A^)(3 A'— Int(AO ~ X 1 — XQ 
(3 A" 1 — X et, ce dernier ensemble étant fermé et frontière, donc 
non-dense, X — Int (AO est non-dense. 

Chaque sous-ensemble d’un ensemble non-dense étant non- 
dense et la somme de deux ensembles non-denses l’étant égale- 
ment, la famille des ensembles non-denses est héréditaire et addi- 
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tive. On peut donc, dans les formules (l)--(7) du § 7, V. substi- 
tuer Int {X) à X*. Il vient, en particulier: 

(i) Int (A^) 4- Int (P)- Int (X+Tk), V int (X) C Int Œ X.). 

: 

De la proposition 5 du N'’ précédent nous concluons que: 

(ii) G étant un ensemble ouvert et X un ensemble frontière (non- 
dense) dans un point p, XG l'est au point p relativement à G {si 
P e G) et X- G l'est relativement à G (si p s G). 

En effet, il existe par hypothèse un entourage H de p tel 
que HX est frontière (non-dense). Donc selon 5 (où l’on substitue 
HX à X), HGX est frontière (non-dense) relativement à G et 
HGX l’est relativement à G; de plus, les ensembles HG et HG 
sont des entourages de p relatifs à G et à G respectivement. 

VIII. Domaines fermés 0* Un ensemble X est dit un 
domaine fermé, lorsqu’il est fermé et n’est localement non- 
dense en aucun de ses points; autrement dit (v. N" VII), lorsque 

X ~ Int {X), ou encore, lorsque A' — 1 — 1 — X. 

Les domaines fermés peuvent être définis aussi comme les 
fermetures des ensembles ouverts^). En effet, la formule précé- 
dente montre que chaque domaine fermé est la fermeture d’un ensem- 
ble ouvert. Inversement, si G est ouvert et A’ = G, G est un sous- 
ensemble ouvert de X. On a par conséquent G Int (A') X, 
d’où G CI Int (A") (H Â" = G, donc A' == Int (A^). 

L’inclusion Fr {X) d Int {X) caractérise les domaines fermés 
parmi les ensembles fermés. 

Elle est, en effet, satisfaite, si X est un domaine fermé, puis- 
que Fr (A") CI X. Inversement, si PV (A") = X I ~ XC^ ïnt (X), il 
vient A"CI Int (A"), puisque X—i—X (H înt (AT). Donc X d Int ( yP) d 


') Pour ce terme cf. H. Lebesgue, î’und. Math. 2 (1921), p. 273. Pour 
les théorèmes voir mes notes de Fuud. Math. 3 (1922), pp. 192 — 5 et Fund. 
Math. 5 (1924) p. 117. 

’*) L'ensemble Int (X) étant un domaine fermé, il en résulte que 

Int Int (V) = int (!V), donc que 1 — 1 — 1 — V = 1 — X. Cette identité impli- 
que que le nombre d’ensembles qui s'obtiennent de A" à l’aide des opérations 
A"' et 1 — X est fini (voir § 4, V). 
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La somme de deux domaines fermés est un domaine fermé. Plus 
généralement: {DJ étant me famille de domaines fermés, l’ensem- 
ble ^ D; est un domaine fermé. Ce sont des conséquences de VII (i)* 

t 

X étant un sous-ensemble d'un domaine fermé D et p étant un 
point de D, la condition nécessaire et suffisante pour que X soit 
frontière (non-dense) au point p, est que X le soit relativement à D 
en ce point. 

En effet, la condition est nécessaire, car on peut, dans VII (ii), 
remplacer Q par D. Inversement, si G est ouvert et GX est fron- 
tière (non-dense) relativement à D, il l’est relativement à l’es- 
pace entier, ce qui prouve que la condition est suffisante. 

On voit ainsi que, dans les mêmes hypothèses concernant X 
et D, la propriété de X d’être un ensemble frontière, non-dense, 
un domaine fermé équivaut respectivement à la même propriété re- 
lativisée par rapport à D, puisque la première (la deuxième) pro- 
priété signifie que X est en chacun de ses points localement 
frontière (non-dense) et la troisième propriété signifie que X n’est 
non-dense en aucun de ses points. 

On en conclut aussi que la propriété d’être un domaine fermé 
relatif est transitive, c. à d. que, si X est un domaine fermé par 
rapport à F et K par rapport h Z, X l’est par rapport à Z. 

IX. Domaines ouverts. Un domaine ouvert est le complé- 
mentaire d’un domaine fermé. 

Les domaines ouverts peuvent être caractérisés aussi par l’éga- 
lité X = Int (X). En effet, si l’on a .V= Int (X) = 1 — 1 — Jf, l’ensem- 
ble X, comme complémentaire du domaine fermé 1—X, est un domaine 
ouvert. Inversement, si X est un domaine ouvert est si l’on pose 

D=^l-X, il vient 1 - 1 - ^ = 1 - 1 -ï:^ D = 1 - D = X, puis- 
que D est un domaine fermé. 

On peut aussi définir les domaines ouverts comme les en- 
sembles ouverts satisfaisant à l’inclusion Fr (A") C ïnt (1 — .V). 
Car Fr {X) — Fr (1 — X) et, pour que 1 — X soit un domaine fermé, 
il faut et il suffit que Fr (1 - ^) C Inf (r^). 

La somme de deux domaines fermés étant un domaine fermé, 
on en conclut que le produit de deux domaines ouverts est un 
domaine ouvert. 
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§ 9. Points d’accumulation. 

I. Définitions, p est un point d'accumulation de l'ensemble X, 

lorsque pzX — p. L’ensemble X' des points d’accumuiation de X 
est dit l’ensemble dérivé de X. 

P est un point isolé de X, lorsque p s. X — X' ^). 

Exemples. Chaque nombre réel est point d’accumulation de l’ensemble 
de tous les nombres réels. Chaque nombre naturel est isolé dans Tensemble 
de tous les nombres naturels; le dérivé de cet ensemble est vide. L’ensem- 
ble A des nombres 1/w + l/m (« — 1, 2» — , ^ = 1, 2, ...) a pour dérivé l’ensemble 
composé de nombres Ijn et du nombre 0; le deuxième dérivé (c. à d. le dérivé 
du dérivé) se compose du nombre 0 seul; le troisième est vide. 

Dans le Chapitre II nous allons étudier les dérivés d’ordre trausfini. 

IL Equivalences. Pour que p b il faut et il suffit que tout 
entourage E de p satisfasse à Vinégalité XE — p 0. 

Pour que p soit un point isolé de X, il faut et il suffit qiEil 
existe un entourage E de p tel que XE = p. 

Car, d’après le § 7, II, la condition p s X -- p s’exprime par 
l’inégalité {X — p)- E ^ 0. 

D’après la même proposition on peut remplacer la terme 
entourage par entourage ouvert. 

Les termes ^l’inégalité XE — 0” peuvent être remplacés 

par la condition ^XE est infini. 

En effet, si E est un entourage de p tel que l’ensemble XE 
est fini, alors XE — p est fermé et l’ensemble A — E — {XE — p) 
est un entourage de p tel que XA — p = 0. 

Ceci établi, on en conclut que p e X' veut dire: X n'est pas 
localement fini au point p, 

111. Calcul “). La propriété d’être un ensemble fini étant 
héréditaire et additive (§ 7, V), on peut appliquer à l’opération X^ 
les formules du § 7 concernant la localisation. Il vient, en par- 
ticulier: 


‘) Notions dues à G. C a n t o r, Math. Ann. 5 (1872), p. 129. 

C a n t O r employait en outre les termes „cohérence‘‘ et ^adhérence* pour 
désigner les ensembles X * et A' — A' respectivement. 

2) Des formules analogues concernant l’opération A -A' (la cohérence 
de A) ont été établies par M. Z a r y c k i, Allgemeine Eigenschaften der Cantor- 
schen KohUrenzen^ Trans. Amer. Math. Soc. 30, p, 498. 
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1) (;r + Y)' = + r 2) X' - Y' C. {X- Y)' 3) X"(ZX 

4) (flxycn^l 5) UxicŒ^y 6) x=^x 

c t l i 

7) xcy implique XQ Y'. 

On a, en outre, la formule 

8) X^X-\-X. 

En effet, si p t X ei p non-t X, on en tire X — p = X et 
P e X — p; par conséquent p & X'. Inversement, si p e X\ on a 

P Ê X^p C X 

En vertu de l’identité évidente p' = 0, on conclut de 1 que 
le dérivé de chaque ensemble fini est vide et que 

9) (X-p)'^X'^{X + p)\ 

c. à d. qu’on n’altère pas le dérivé d’un ensemble, en ajoutant 
à cet ensemble ou en lui enlevant un nombre fini de points. 

IV. Ensembles isolés. Un ensemble composé exclusivement 
de points isolés est dit ensemble isolé. 

Tout ensemble fini est isolé. Tout sous-ensemble d’un en- 
semble isolé est isolé. 

L’ensemble X — X' est isolé, car chaque point de A’ — X', 
comme point isolé de X, est un point isolé de A" — X\ 

La condition pour que p soit un point isolé de l’espace s’ex- 
prime par la formule pnon-el—p, qui veut dire que le point 
p constitue un ensemble ouvert. Pour que l’espace soit isolé, il 
faut et il suffit qu’on ait 1' == 0. 

V. Ensembles denses en soi. X est dit dense en soi, lorsque 
X ne contient aucun point isolé, c. à d. lorsque A C A’ *). 

Si A est fermé et dense en soi, A est dit parfait; cette con- 
dition peut être exprimée par l’égalité A = A' (puisque la condi- 
tion pour que A soit fermé s’exprime d'après 8 par l’inclusion 
A' C X). 

1. Si X est dense en soi, X est parfait. 

>) G. C a n t O r. Math. Ann. 23 (1884), p. 471. 
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Car, par hypothèse, d’où X'=X+X'=^X d’après 8. En 

appliquant 1 et 3, il vient (X)' =^X' + X' = X' = donc (^)’ = X. 

2. La somme d’tin nombre arbitraire d'ensembles denses en 
soi est dense en soi (en vertu de la formule 5). 

3. Si l’espace est dense en soi, chaque ensemble ouvert, ainsi 
que chaque ensemble dense, est dense en soi. 

Posons, en effet, 1 CZ 1 G étant ouvert, on a G = 1 — F et 
F'C^- Il vient = GV 

Soit, d’autre part, ^=1. Donc X+X' = 1, d’où X' + ^V” = 1' 
et, comme X" (Z] A’' et 1 C 1', on en tire 1 C donc X C 

4. Si X est dense et frontière, l'espace est dense en sol. 

Par hypothèse = 1 — ^ = 1. Soit p e X: donc 1 — X Ch — p, 

d’où 1 = i — ^ (Z ï suite P e ï — P, donc p e 1'. Ainsi 

X (Z r. Par raison de symétrie 1 — A’ (Z 1'. Donc 1 (Z 1'. 

VI. Ensembles clairsemés. A" est dit iQpgqug ^ 

ne contient aucun ensemble dense en soi et non vide. 

Tout ensemble isolé est clairsemé. Tout sous-ensemble d’un 
ensemble clairsemé et clairsemé. 

La fermeture d'un enaemble clairsemé (même d’un ensemble isolé) peut 
ne pas être clairsemée. Kn effet, écrivons chaque nombre rationnel de l’inter- 
valle 01 en fraction irréductible piq; l’ensemble des points {p/q, l/q) du plan 
est isolé, bien que sa fermeture contienne l’intervalle 01 tout entier. 

1. Dans un espace dense en soi chaque ensemble clairsemé est 
non-dense. Son complémentaire est donc dense en sol. 

En effet, si X n’est pas non-dense, l’ensemble G = Int (A) 
est un ensemble ouvert non vide. Donc G = GX C GX, ce qui 
prouve que GX est dense dans l’ensemble G, qui — comme en- 
semble ouvert — est selon V, 3, dense en soi. Selon la Il-èroe 
partie de la même proposition, GX est dense en soi. Donc X 
n’est pas clairsemé. D’après la proposition V, 3, le complémen- 
taire d’un ensemble frontière est dense en soi. 

2. La somme de deux ensembles clairsemés est clairsemée. 

Supposons, en effet, que X et Y soient clairsemés et que 2 

soit dense en soi et tel queO=^ZCX~f~ Donc Z — ZX(~_^ 
et, Z étant dense en soi et ZA' étant clairsemé, Z — ZX ^ 0. De 


*) .Separierte Menge' de O. C à u t o r, Ibid. 
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plus, en vertu de la proposition précédente (où Ton pose 1 = Z), 
Z — ZX est dense en soi. Y ne peut donc être clairsemé. 

3. Uespace se compose de deux ensembles disjoints dont l'Olin 0 
est parfait et Vautre clairsemé (bien entendu, l’un ou l’autre peut 
être vide). 

Soit, en effet, P la somme de tous les ensembles denses 
en soi. Selon V, 2 et 1, P et P sont denses en soi; donc, chaque 
ensemble dense en soi étant sous-ensemble de P, il vient P CI P, 
ce qui prouve que P est fermé. Comme fermé et dense en soi, P 
est parfait. Enfin, 1 — P ne contient aucun ensemble dense en soi. 

4. La frontière d*iin ensemble clairsemé est non-dense. 

D’après § 8, V, il suffit de prouver que l’ensemble X — X est 

non-dense. Or, supposons que G soit un ensemble ouvert tel que 

{)i^ü(ZX - X. Il vient OQX-XGC GX-GXC OX ^GX , 
d’où Ü 7^- GX (2 GX GX, ce qui prouve que GX est dense et 
frontière relativement à GX. Selon V, 4, l’ensemble GX est dense 
en soi, d'où (en raison de V, 3) GX est dense en soi. L’ensemble X 
ne saurait donc être clairsemé. 

Ceci établi, on conclut de § 8, V qnUin ensemble clairsemé est 
une somme d'Olin ensemble ouvert et dUin ensemble non-dense (ainsi 
qu’une différence d’un ensemble fermé et d'un ensemble non-dense); 
si un ensemble clairsemé est un ensemble frontière, il est non-dense. 

5. La condition nécessaire et suffisante pour que X soit clair- 
semé est que, pour tout ensemble parfait P, XP soit non-dense 
dans P ~). 

Soit, en effet, X un ensemble clairsemé. D’après 1, si P est 
parfait (ou, plus généralement, dense en soi) et si P est considéré 
comme l’espace, l’ensemble XP y est non-dense. La condition est 
donc nécessaire. 

Pour prouver qu’elle est suffisante, admettons que X ne soit 
pas clairsemé. Soit D un ensemble dense en soi et non vide, 


nommé noyau de l’espace. Des règles du calcul concernant le noyau, 
analogues à celles de la fermeture, du dérivé etc. ont été établies par 
M. Z a r y c k i, Ober den Kern einer Menf^e, Jahresber. d. D. Math. Ver. 39 
(1930), p. 154. 

*) Cf. M. Prêche t. Quelques propriétés des ensembles abstraits, Fund. 
Math. 10 (1927), p. 330. Voir aussi A. D e n j o y, Journ. de Math. 1916, où cette 
condition est admise comme définition des ensembles clairsemés. 
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contenu dans X. Posons P ~ D. La condition du théorème sup- 
posée satisfaite, XD est non-dense dans D. Donc (§ 8, VI, 4), 
XD est non-dense dans D, ce qui est impossible, car XD—D^ O. 

Remarquons finalement que dans l’énoncé 5 le terme parfait 
peut être remplacé par dense en soi. 

§ 10. Ensembles de l-re catégorie. 

I. Définition. Un ensemble et dit de l-re catégorie, lorsqu'il 
est somme d'une suite dénombrable d'ensembles non-denses ‘). 

Exemples. Dans l’ensenible des nombres réels, reiisemble des nombres 
rationnels est évidemment de J-re catégorie. Cependant l’ensemble des nom- 
bres irrationnels ne l'est pas; cela résulte du fait que l’espace des nom- 
bres réels n’est pas de I-re catégorie (par rapport à soi-même). 

C'e dernier énoncé^) peut être établi comme suit: soit 

n-:\ 

ensemble de l-re catégorie (yV„ non-dense), l/ensemble étant noii-deiise, 
il existe un intervalle fermé A tel que A. • A/, — 0. Procédons par induction: 
étant donnée une suite finie d’intervalles, chacun emboîté dans le précédent, 
I\ J /ü r ... ' Aï— 1 ’ intervalle tel que l’on ait (. et — - 0 

(un intervalle de ce genre existe selon § 8, II, puisfiiie est non-dense). D’après 
un théorème classique d’A s c o I i, il existe un point commun à tous les 
n — 1,2, ...; ce point n’appartient donc pas à Q et par suite Q. 

La notion d’ensemble de I-re catégorie intervient fréquemment dans la 
théorie des fonctions; citons comme exemple Je théorème suivant (voir § 27, X): 
étant donnée une suite convergente de fonctions continues J4^(x)}, les 
points de discontinuité de la fonction f (x) ~ lim /„ (-v) constituent un ensemble 
de I-re catégorie. 

II. Propriétés. La famille des ensembles de I-re catégorie 
est héréditaire et additive (même au sens dénombrable), c. à d. que 
chaque sous-ensemble d’un ensemble de I-re catégorie est de I-re 
catégorie et que la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles 
de I-re catégorie est encore de I-re catégorie. 

D Notion introduite par R, B a i r e, Ann. di Mat. (3) 3 (1899), p. 65. 
M. A. Denjoy emploie le terme „gerbé“ pour les ensembles de I-re catégorie 
et le terme .résiduel* pour leurs complémentaires. Voir Journ. de Math. (7), 
1 (1915), p. 123-5. 

*) C’est un cas particulier du théorème de B aire (voir plus loin Chap. 
III, § 30, IV). 
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Tout ensemble frontière Fg est de l^re catégorie. 

En ©ffet, si l’ensemble X = ^ F„ est un ensemble frontière, 

chacun des ensembles, F„ l’est également; comme ensemble fron- 
tière et fermé, F„ est non-dense. 

Tout ensemble de I-re catégorie est contenu dans an ensemble 
Fg de l-re catégorie. 

CkO cjo 

On a, en effet, X = ^ N„ CZ S et, l’ensemble Nn étant 

n-l n-X 

non-dense, Nn l’est également (voir § 8, I). 

III. Théorème sur l’additivité. {A'J étant une famille (de 
puissance arbitraire) d'ensembles ouverts relativement à la somme 
S — ^ X^. si chaque X^ est un ensemble de I-re catégorie, S Test 

également *)• 

Soit, en effet, G,, Gj, ... , G^, ... une suite (transfinie) bien 
ordonnée d'ensembles ouverts non vides et disjoints, assujettie 
aux deux conditions: 1" 5G„ est de I-re catégorie, 2® la suite est 
saturée, c. à d. qu’il n’existe aucun ensemble G ouvert, non vide, 
disjoint de tous les termes d© la suite considérée et tel que SG 
soit de I-re catégorie. 

On a évidemment S — ^ SG^, + {S — ^ Gf). 

,a a 

Le théorème sera démontré, lorsque nous aurons prouvé que: 
1. ^ SGa est de I-re catégorie, 2. S — S G a. est non-dense. 

a a 

1) L’ensemble 5Go^ étant par hypothèse de I-re catégorie, on a 
SGa = -1- -f ... -f A^“ -f ... , où les ensembles N^ (n = 1, 2, ...) 

sont non-denses. Posons N„ = N}, + N^ -1- ... -1- A/’“ -f- ... Par con- 
séquent ^ 5Ga = A/l 4- -f ... -f A/n -f- ... 

a 

Il s’agit de prouver que N„ est non-dense. Or, les ensem- 
bles Goi étant disjoints, l’inclusion A/'® (3 entraîne A/“-Gp !=0 
pour tout P 7 ^: a. Donc A/f = A/| • Gp = ^ A^“ • G^ = N„- G^, ce qui 


*) S. B a n a c h, Théorème sur les ensembles de première catégorie, Fuad. 
Math. 16 (1930) p. 395. 
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prouve que l’ensemble Nf est ouvert dans N„. En appliquant le 
théorème du § 8, III, d'après lequel la somme d’ensembles ou- 
verts dans elle et non-denses est elle-même , non-dense, on conclut 
que l’ensemble Nn est non-dense. 

2) Pour montrer que 5 - ^ (/„ est non-dense, il suffit de 

« 

prouver que 1 — .S C/„ est non-dense, donc, ce dernier ensemble 

a 

étant fermé, que 1 — ^ Ga est un ensemble frontière. 

a 

Supposons, par contre, que tl soit un ensemble ouvert tel 
que 0 ^ H (2 h — Ga. Par définition de la suite {Ga}, l’en- 

a 

semble SH n’est pas de I-re catégorie. Soit donc X. un ensemble 
tel que HX^ ^ 0. Considérons l’ensemble ouvert G = H ~ S ~ Xi. 

Or, SG est de I-re catégorie, car X^ étant ouvert dans 5, on a 
X, = S- S^~X„ donc SO = SH - S-X - HX, Q X,. D’autre 
part, G ^0, car, comme nous venons de prouver, 0 ^ HX^ (~ G. 
Enfin, G • G„ = 0, quel que soit a, puisque G (2 H (2 l — S Gg.. 

a 

On parvient ainsi à une contradiction avec la définition de 
la suite {G^}. 

IV. Relativisation. 1) Si X est de 1-re catégorie relative- 
ment à E, X l’est également relativement h chaque sur-ensemble 
de f. 

2) Si X est de I-re catégorie relativement à É, XE est de 
I-re catégorie relativement à E. 

3) G étant un ensemble ouvert, si X est de I-re catégorie, 
XG l’est relativement à G et A' ô relativement à G. 

Ces trois propositions sont des conséquences Immédiates des 
propositions § 8, VI, 2, 4 et 5. 

V. Localisation. Par définition, X est de I-re catégorie dans 
un point P , lorsqu’il existe un entourage G de p tel que l’en- 
semble XG est de I-re catégorie. 

L'ensemble des points où X n'est pas de I-re catégorie (points 
où X est de «deuxième” catégorie) sera désigné par D {X). 

La famille des ensembles de I-re catégorie étant héréditaire et 
additive, on peut substituer D(X) à X* dans le § 7, V. On en 
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conclut d’abord que, dans la définition précédente, le terme 
entourage peut être remplacé par entourage ouvert. Puis, on a les 
relations suivantes: 

1) D{X+Y) = D{X)-^D{Y) 2) D{X)- D{Y)CDiX - Y) 

3) 0(U X,)Oll D(X,) 4) yD(X,)C^Œ^.) ^) 

(■ I IL 

5) (Z y implique D (X) {Y) 

6) si G est ouvert, G • ü (X) ^ G D (GX). 

D’après le théorème du N‘^ III, si X est en chacun de ses points 
de l-re catégorie, X est un ensemble de Ure catégorie. En effet, 
par hypothèse, chaque point p de X appartient à un ensemble 
ouvert G], tel que X • Gp est de I-re catégorie. X est donc une 
somme d’ensembles ouverts dans X qui sont de I re catégorie et 
d’après le théorème précité, X est lui-même de I-re catégorie '). 
On parvient ainsi à Téquivalenee: 

7) {X est de I-re catégorie) [X ‘ D {X) 0) [D (X) 0} . 

Car, l’égalité D (A") = 0 entraîne A * D {X) -- 0 et celle-ci 
implique, comme nous venons de voir, que X est de I-re caté- 
gorie. Inversement, il est évident que si X est de I-re catégorie, 
on a D {X) -- 0. 

De là nous concluons que 

8) D[X-~D{X)\ -.0, 

c. à d. que les points de A" où A' est de I-re catégorie constituent un en- 
semble de I-re catégorie. En effet, selon 5) on a D[A'— D (Af^)](3 D(A"), 


’) I/égalUé peut ne pas avoir lieu: soit par ex. dans rintervalle 0 . 
l’intervalle 1 vî a' 1. Comp. toutefois 13, p. 47. 

■“) Cette proposition se laisse établir d’une façon plus directe (sans avoir 
recours au théor. du IIJ), lorsqu’on suppose que l’espace admet une base 
dénombrable composée d’ensembles ouverts c. à d. que chaque ensem- 

ble ouvert s’obtient par la réunion d’un certain nombre des (nous ferons 
cette hypothèse au Chap. II, § 17). En effet, dans cette hypothèse, l’ensemble 
ouvert peut être remplacé par un R^^^^ et, X R„^^^ étant de I-re ca- 
tégorie, il eu est de même de la somme dénombrable ^ A' • R^çp'^ = X 
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donc [X - D (X)] DIX-D (;r)] C ^ (^)l ' D (X) - 0, d’où la 
formule 8) en raison de 7). 

La formule 8), rapprochée de 2), implique aussitôt que 
D (X) ~ D[D (A')] = 0, donc que D (X) C ^ ('')!• L’inclusion 

inverse étant vraie selon § 7, V, (2), on en tire: 

9) DID(X)]-=D(X). 

L’ensemble des points où A' n’est pas non-dense étant égal 
(selon § 8, VII) à Int (A'), il vient: 

10) D(A')CInt{A')C 

En tenant compte du fait que D (X) est fermé (§ 7, V), 
on déduit de 10) la double inclusion D\D{X)](^lni[D{X)\Ç^D{X), 
d’où en vertu de 9) 

11) D(A0 - Int(D(A0j, 

ce qui prouve que D (X) est un domaine fermé (§ 8, VIII). Ainsi 
D (X) 0 implique que X n'est de t-re catégorie en aucun point 

de l’ensemble ouvert non vide Int \D (.A)]. 

12) si D ( Y) 0, on a D {X Y) -= D {X) - D {X - Y), 

c. à d. que A' reste de I-re catégorie au point p, si on y ajoute ou 
en enlève un ensemble de points de I-re catégorie. Cette propo- 
sition est une conséquence immédiate des formules 1), 2) et 5). 

13) l’ensemble D X„) — ^ D (X„) est non-dense. 

n-i it 1 

Il s’agit de prouver que, G étant un ensemble ouvert 
non vide, il existe un ensemble ouvert non vide H tel que 

Or..1 

HD{X Xn)-I D{X„) = 0 et HCG. 

n--l n^l 

Or, en cas où, pour chaque n, on a G - D {X„) ~ 0, il vient 

r-tt OtJ 

GXn C^n — D (X„), donc G ■ ^ Xn C ^ l-^n —D (Art)], de sorte que 

/I— I n—\ 

G .2j X„ est selon 8) de I-re catégorie. Par conséquent D(G - Xn) = 0, 

«..' 1 , 
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ce qui implique en vertu de 6) que G ■ D Xn) — 0 et, en posant 

H = G, on obtient l’égalité demandée. 

Supposons donc qu’il existe un n tel que G ■ D (X„) ^ 0. Po- 
sons H — G • Int [D (A'fl)]. D’après 11) on a // 7^=0 (voir § 6, III) 
et comme H Ç^D {Xn\ H satisfait à l’égalité demandée. 

VI. Formules de décomposition: 

14) X^[X-D (A')] + X D {X), 

15) X = X )r^D{X) +[X- X^D (X )] . 

Ces formules représentent une décomposition de X en deux 
parties disjointes dont la première est de I-re catégorie et la deu- 
xième n’est de I-re catégorie en aucun de ses points; en outre, 
dans la formule 14) le premier sommande est ouvert relativement 
à et dans la formule 15) il est fermé. 

En effet, d’après la formule 8) l’ensemble X — D {X) est 
de I-re catégorie, donc d’après 12): D [X ■ D {X)] — D {X), d’où 
X ■ D {X) Ç2D {X) = D[X- D {X)\ ce qui prouve que l’ensemble 
X D{X) n’est de I-re catégorie en aucun de ses points. 

D’autre part, l’ensemble X X~D{X) est de I-re catégorie, 
comme somme des deux ensembles X- D (X) X ~ D (X) et 
[X~~D{X)\ - X—D {X), dont le premier est non-dense, en tant que sous- 
ensemble de l’ensemble non-dense D {X) \ — D{X) — ¥t[D{X)\, 
et le deuxième est de I-re catégorie, en tant que sous-ensemble 
de l’ensemble X-D {X) (cf. § 8, V et 8). 

L’ensemble X-X — D (X) étant de I-re catégorie, on conclut 
de 12) que DIX — X — D {X)\ — D {X) et il vient: 

X _ X - D(X) C A'- [^Y-D iX)]^X ■ D (X) C D (A’) -D [X-X-ÙJX)], 
ce qui prouve que l’ensemble X — X — D (X) n’est de I-re caté- 
gorie en aucun de ses points. 

16) Dans un espace dense en soi chaque ensemble Z de puissance X, qui nest 
pas de I-re catégorie se compose d'une famille indénombrable d'ensembles disjoints 
dont aticmi n*esi de I-re catégorie^). 


*) Théorème de M. S, U 1 a m, Ober gewisse Zerlegungen von Mengen. 
Fuad. Math. 20 (1933), p. 222. 
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En effet, d’après un théorème de la Théorie générale des ensembles *), 
si Z est un ensemble de puissance K , et M est une famille de sous-ensembles de Z 
telle que, pour chaque suite /I,, >^ 2 , , .4^, ... d'ensembles appartenant à JV, la diffé- 

CO 

rence Z — ^ indénombrable, il existe une infinité indénombrable de sous- 

n~l 

ensembles de Z disjoints et n'appartenant pas à N, 

Désignons donc par N la famille des sous-ensembles de Z de I-re caté- 
gorie. Chaque point individuel étant un ensemble de I-re cat. (puisque l'espace 
est dense en soi), on conclut du théorème précédent qu'il existe une infinité 
indénombrable de sous-ensembles de Z, disjoints et dont aucun n’est de I-re 
catégorie. En augmentant Tun de ces sous-ensembles de tous les points de Z 
qui n’appartiennent pas aux autres, on obtient la décomposition demandée. 


§ 11. Propriété de Baire. 

F. Définition. X Jouit de la propriété de Baire (au sens 
large), en symboles; X £ B, lorsque X est de la forme 

X^=G-P+R 

où O est ouvert et P et R sont des ensembles de 1-re catégorie -). 

Les ensembles que l’on rencontre «pratitiuement** jouissent toujours de 
la propriété de Baire; d’ailleurs, il en existent qui ne la possèdent pas, 
voir N' IVa. Le rôle de la propriété de Baire en Topologie est analogue à celui 
de la mesurabilité (d’ensembles ou de fonctions) en Analyse. Nous revien- 
drons sur ces questions au Chap. III, § 36. 

Dans la définition précédente l'ensemble ouvert O peut être 
remplacé par Tensemble fermé F, 

En effet, si X— O—P+R et si Ton pose F-=^ G et = P+ G — O, 
il vient X = F — P^ + R, où F est fermé et P^ et R sont de I-re 
catégorie, puisque l’ensemble G — G est non-dense, comme fron- 
tière d’un ensemble ouvert (voir § 8, V). 

Inversement, si X = F — P + R^ on pose G — Int {F) et 
R,=^F--\ni{F)^P+ R et il vient X ^ G - P + R,, où R, est 


*) Théorème de M. S. U I a m, Fund. Math. 16 (1930), p. 145. Ce théo- 
rème a été généralisé récemment par M. Sîerpihski à tous les alefs infé- 
rieurs au premier alef ^inaccessible*, ce qui permet de généraliser d’une façon 
analogue le théorème du texte; v. W. Sierpihski, Fund. Math. 20, p. 214. 

^) Cette notion se rattache à la Thèse de R. Baire, Ann. dî mat. (3) 
3 (1899). M. Lebesgue appelle les ensembles de ce genre ^ensembles Z"; voir 
.Journ. de math, s, 6, vol. 1, p. 186. 

C. Kuratowfiki, Topologie I. 4 
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de I-re catégorie, puisque l’ensemble F ~ F\ — F est 
non-den.se, comme frontière d’un ensemble fermé, 

II. Généralités. Evidemment chaque ensemble de I-re caté- 
gorie, ainsi que chaque ensemble ouvert et chaque ensemble fermé, 
jouit de la propriété de Baire. Il en est de même de chaque 
somme d’un ensemble ouvert et d'un ensemble non-dense, donc (voir 
§ 8, V) de chaque ensemble ayant la frontière non-dense. Chaque 
ensemble clairsemé étant un ensemble de ce genre (§ 9, VI, 4), 
les ensembles clairsemés jouissent aussi de la propriété de Baire. 

III. Opérations. 1) Si Bt B, on a — B) e. B. 

Car l’hypothèse B = G— P-t-^ entraîne 1— B— (1— G-f P)— /? = 
= (1 — G) — P-f (P— R) et, l’ensemble 1— G étant fermé et l’ensemble 
P — R étant de I-re catégorie, il résulte du N” I que (1 — B) s B. 

OC» 

2) Si Bn^B pour n~\,2, ... , on a (Z Bn) £ B. 

n-l 

Posons, conformément à la définition: B„ = Gn — Pn + Rn. 

En tenant compte de l’identité 

Z S 0„-{Z Gn - Z Bn) + (Z Bn - Z On), 

n n n n n n 

il suffit de prouver que {Z G„— Z Bn) et (Z B„ — Z G„) sont de 

n n n n 

I-re catégorie. Or, cela résulte des inclusions: 

ZGn-ZBnCliOr,- B„) - X [ G„ - ( G,. - P„ R„)] C 

n n n n 

cE[o„~(G„-p„)]ci:Pn, 

n n 

ZBn -ZOn CS(Bn-G„) =Z (Rn - G„) C S Rn . 

n n n n n 

3) SiB„sB,ona(flB„)eB. 

/l = l 

C’est une conséquence directe des deux propositions précé- 
dentes (en vertu de la règle de de Morgan, § 1, V). 
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Chaque ensemble borelien jouit de la propriété de Boire ^). 

La famille B satisfait, en effet, aux trois conditions suivantes: 
1** elle contient tous les ensembles fermés, 2** elle contient les 
complémentaires des ensembles qui lui appartiennent, 3” elle con- 
tient les produits dénombrables dps ensembles qui lui appartien- 
nent. Or, la famille des ensembles boreliens étant la plus petite 
famille assujettie à ces trois conditions (§ 5, VI), elle constitue 
une partie de la famille B, c. q. f. d. 

IV. Equivalences ^). Chacune des conditions suivantes est né- 
cessaire et suffisante pour que X jouisse de la propriété de Baire: 

1. il existe un ensemble de l-re catégorie P tel que X — P 
est fermé et ouvert relativement à 1 — P; 

2. X est une somme d'un ensemble et d'un ensemble de 
I-re catégorie; 

3. X est une différence d’un ensemble et d'un ensemble de 
l-re catégorie; 

4. l'ensemble D (A") ■ D{1 — X) est non-dense; autrement dit, 
dans chaque ensemble ouvert 0) il existe un point où soit X. 
soit 1 — X est de l-re catégorie *); 

5. l’ensemble D (X) — X est de l-re catégorie. 

Supposons, en effet, que XtB. On a alors, d’après N" I: 

X=G-P,+P,==F-P^ + P,, 

où G est ouvert, F fermé et Pn de I-re catégorie. Si l’on pose 
P^Pi + Pa + Ps + Pi, il vient X— P— G — P— F— P, ce qui prouve 
que A" — P est simultanément ouvert et fermé dans 1 — P. 


0 Théorème de M. L e b e s g u e, 1. cit. p. 187. Le théorème Inverse n’est 
pas vrai; voir plus ioin § 35. 

*) Cf. W. S i e r P i A 8 k i, Sur l'invariance topologique de la propriété de 
Baire, Fund. Math. 4 (1923), p. 319 et La propriété de Baire des fonctions et de 
leurs images, ibid. 11 (1928), p. 305, E. Szpilrajn, O mierzalnoici i warunku 
Baire’a, C. R. du I Coogr. des math, des Pays Slaves, Varsovie 1929, p. 299; 
ma note Sur la propriété de Baire dans les espaces métriques, Fund. Math. 16 
(1930), p. 390. 

*) C’est bien cette condition qui a été admise primitivement comme défi- 
nition de la propriété de Baire. 
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Ceci établi, posons X — P = G - — P). Soit (conformément: 
à § 10, II) ^ un ensemble de I-re cat. et qui contient P. On a 

X=^X-P+XP---X-P-R + XR= G-P-R+XR=G-R+XR. 

L’ensemble G — R étant un Gg et XR étant de I*re catégorie, X se 
trouve décomposé en un Gg et un ensemble de I*re catégorie. 

Si X e B, 1 — X est également un ensemble de la famille B 
(selon N" III, 1); on en conclut que 1 — X = M+N, où yW est un Gg 
et N est de I-re catégorie; il vient X == (1 — M) — N, ce qui prouve 
que X est une différence d’un F. et d’un ensemble de I-re cat. 

Inversement, chaque F-, chaque Gg et chaque ensemble de I-re 
catégorie étant un ensemble de la famille B, on en conclut (en 
vertu de N" III) que les conditions 2 et 3 sont suffisantes. 

II est ainsi établi que chacune des conditions 1, 2, 3 est né- 
cessaire et suffisante. Pour prouver que les deux autres le sont 
également, supposons que X s- B ot posons, conformément à la 
définition, X—G — P-\-R. Il vient 1 — X ~ — G) — R + (P— R), 

Or, on n’altère pas l’ensemble D (E), en ajoutant à ou 
en enlevant de E un en.semble de 1-re catégorie (voir § 10) 
V, 12). Par conséquent D (A') -- ü (G) et D(l — X) — Ü{1 — G). 
Comme D (G) (Z G et D(1 — G)CI 1 — G (8 10, V, 10), il vient 
D (A') D (1 — A’) CGI - G — G — G et, l’ensemble G — G étant 
non-dense, il en résulte que D (X) • D (1 — A') l’est également. 

L’ensemble D (X) — A' est donc de 1-re catégorie, car on a 

D (A') - A' ^ I D (X) - XI ■D(l-X) + D (X) -X--D(l -X)C 
C D (A') D (1 - .Y) -f (1 -- X) - D (1 - A'), 


où D(X) 0(1 X) est non-dense par hypothèse et (1— A') — D(l— A’), 
est de I-re catégorie selon § 10, V, 8. 

Enfin, si l’on suppose que l’ensemble D (A') — A" est de I-re 
catégorie, on a A £ B en vertu de l’identité 

X^D (A) - \D (A) - A] |A - D (A)j , 

où D (A) est fermé et les ensembles [D (A) — A] et [A — D (A)j 
sont de I-re catégorie. 

Le théorème se trouve ainsi complètement démontré. 
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Corollaire L Chaque ensemble X est contenu dans un en-^ 
semble Z qui est un tel que la condition X ÇLB z B entraîne 
que Z — B est de !-re catégorie ^). 

Ea effet, Tensemble X—D(X) étant de I-re catégorie (selon 
§ 10, V, 8), il existe un de I-re catégorie W tel que X — D {X) (2 
Par conséquent, l’ensemble Z~W-\-D(X) est un contenant A^. 
De plus, si XC^^ il s’en suit (§ 10. V, 5) que D (X) C D (B), d’où 
Z-^B=W-B + DiX)-BC D(B)-B et, l’ensemble D(B)-B 
étant de I-re catégorie en vertu du théorème précédent, on con- 
clut que Z — B l’est également. 

Corollaire 2. Si un ensemble X jouissant de la propriété de 
Baire n'est de l-re catégorie en aucun point de l'espace, l'ensemble 
1 — X est de I-re catégorie; sHl n'est de I-re catégorie en aucun 
de ses points, il contient un point où 1 — A" est de I-re catégorie 
(pourvu que X ^ 0). 

En effet, l’hypothèse 1 ^D(X) implique selon la condition 4, 
que D(1 — A') est non-dense. D’autre part, selon § 10, V, 11 
c’est un domaine fermé. Ces deux propriétés impliquent que 
D (1 — A") = 0, donc (§ 10, V, 7) que 1 — A" est de I-re catégorie. 

D’autre part, si XÇ^D (X), on ne peut pas avoir X(ZD(l— X), 
car l’ensemble X serait alors non-dense (d’après 4), contrairement 
à l’hypothèse. 

IVa. Théorème d*existence, Kn tenant compte de la cond. 4, noua 
allons établir Vexistence des ensembles dépourvus de la propriété de Baire dans 
l'espace C des nombres réels. 

Décomposons, à ce but, Teiisenible é, en sous-ensembles disjoints, en 
rangeant dans un même sous-ensembie deux nombres, lorsque leur différence 
est rationnelle. En vertu de l’axiome du choix, il existe un ensemble Vq qui 
contient un et un seul élément de chacun de ces sous-ensembles. Nous allons 
prouver que Vq ne possède pas la propriété de Baire*). 

Soit r,,/**, ... la suite des nombres rationnels =}= 0. Désignons par 
l’ensemble qui s’obtient de Vq par la translation y = Jr -f- On voit aussitôt 


D Théorème de M. E. Szpilrajn, l. cit. p. 299. 

*) C’est la construction qui a servi à G. V î t a 1 i (Sul problema delta 
rnisura dei gruppi di punti di una retta, Bologna 1905) pour démontrer l’existence 
des ensembles non-mesurables au sens de Lebesgue. 

Une démonstration de Texistence des ensembles dépourvus de la propriété 
de Baire a été donnée aussi par M. Lebesgue, Contributions à Cétude des 
correspondances de Af. Bull. Soc. Math, de France 35 (1907), pp. 202—212. 
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que C ^ 2j Vn- outre, Vq* V „==0 (pour «4=^)» car en cas contraire il 

rt =0 

existerait dans Vq un nombre y de la forme où x e Vo» Maïs on aurait 

alors 3/ — tandis que par définition Vq ne contient aucun couple d’élé- 

ments dont la différence est rationnelle. 

L’espace n’étant pas de I-re catégorie sur lui-même (§ 10, 1), on en 
conclut qu’un des ensembles Vn n’est non plus de I-re catégorie. Il en résulte 
que Vq n’est pas de I-re catégorie, car V^ s’obtenant de Vq par translation, 
ces ensembles sont de la même catégorie. 11 existe, par conséquent, un inter- 
valle ab tel que Vq n’est de I-re catégorie en aucun point de cet intervalle 
(§ 10, V, 11). 

Or, supposons, par impossible,^ que Vo jouisse de la propriété de Baire. 
D’après la cond. 4, ah contient un sous-intervalle cd (a<^c<:^d<Ch) tel que 
l’ensemble cd — Vq est de l-re catégorie. Soit un nombre rationnel tel que 
0 <>„ < f — n. 

La condition Vo * ^/i = 0 implique que V„- cdCcd — Vo. L’ensemble V^ • cd 
est donc de l-re catégorie et il en est de même de la partie de Vu contenue 
dans l’intervalle c — d — (puisqu’elle s’obtient de V^-cd par une transla- 
tion). Mais cela contredit l’hypothèse que Vo n’est de l-re catégorie en aucun 
point de ah. 

Remarques, 1) Chaque ensemble de puissance dépourvu de la propriété de 
Baire, contient une famille indénombrable de sous-ensembles disjoints, dépourvus de 
cette propriété. 

Pour s’en convaincre, on substitue à N dans le théorème de M. U 1 a m 
(§ 10, VI, p. 49) la famille des sous-ensembles de Z jouissant de la propriété 
de Baire. 

2) La démonstration de l’existence des ensembles dépourvus de la pro- 
priété de Baire dans l’espace d est non-effective, c. à d. qu’elle ne donne aucun 
moyen de nommer un ensemble individuel de ce genre. Le problème d’en don- 
ner une démonstration effective reste ouvert D- 

11 en est de même du problème de l’existence des eneombles non mesu- 
rables au sens de Lebesgue. 

V. Relativisation. 1) La propriété de Baire est transitive, 
c. à d. que X jouissant de la propriété de Baire relativement à £', 
la condition E s B entraîne X s B. 

On a, en effet, X = U + P où i/ est un Gs relativement à E 
et P est un ensemble de I-re catégorie relativement à E. Par 
conséquent U ~ VE, où V est un Og (voir § 6, V). Comme pro- 
duit de deux ensembles appartenant à B, l’ensemble U appartient 


0 Ce problème a été posé par R. Baire. Voir à ce sujet une indica- 
tion de M. Lebesgue dans son Mémoire cité du Journ. de Math. p. 186. 
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également à B. Enfin, P étant de I-re catégorie, on en conclut 
que l'ensemble X = U P appartient k B. 

2) Si X Jouit de la propriété de Baire relativement à Ê, XE 
jouit de cette propriété relativement à E. 

Car on a X — G — P + R, où G est ouvert dans Ë et P et R 
sont de I*re catégorie dans È. En multipliant par E, il vient 
XE = GE — PE 4- RE. L’ensemble GE étant ouvert dans E et les 
ensembles PE et RE étant (selon § 10, IV, 2) de I-re catégorie 
4ans E, notre proposition se trouve démontrée. 

VI. Propriété de Baire au sens restreint. 

X jouit de la propriété de Baire au sens restreint, en sym- 
boles, X e B'r, lorsque, quel que soit f, l’ensemble XE jduit de la 
propriété de Baire relativement à E. 

Nous allons prouver que, dans cette définition, le domaine 
de variabilité de E peut être restreint aux ensembles parfaits. 

En effet, E étant un ensemble arbitraire, soit Ë — A C In 
décomposition de Ë en un ensemble parfait et un ensemble clair- 
semé (voir § 9, VI, 3). Il vient X Ë=XA + XC. Par hypothèse, 
XA jouit de la propriété de Baire relativement à A, donc selon 
N®V, 1 relativement à E. L’ensemble XC étant clairsemé, il jouit 
aussi de la propriété de Baire relativement à É (voir N" II). Il en 
est donc de même de leur somme XA -{• XC — X Ë. On en con- 
clut en vertu de N®V, 2 que XE jouit de la propriété de Baire 
relativement à E, c. q. f. d. 

Ceci établi, on voit que le domaine de variabilité de E peut 
être dféfini aussi comme celui des ensembles fermés. 

La relativisation des théorèmes des N® N® précédents donne 
des énoncés concernant la famille Br. En particulier, si X est un 
ensemble borelien, XE est un ensemble borelien relativement à E 
(voir § 6, VI) et jouit par conséquent de la propriété de Baire 
relativement à de sorte qu’on a alors X e Br. D’une façon ana- 
logue, chaque ensemble clairsemé appartient h Br. 

Le théorème du N® IV implique que la condition nécessaire et 
suffisante pour que X t Br est que chaque ensemble Z fermé dans X 
soit une somme d’un ensemble borelien et d’un ensemble de Ure ca- 
tégorie dans Z i). 

') Théorème de M. SierpiAski, Sur l'invariance topologique de ta pro- 
priété de Baire, Fund. Math. 4 (1928), p. 819. 
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L’importance de cette condition tient au fait que, dans les espaces où 
la notion d’ensemble borelien est un invariant topologique, p. ex. dans les 
espaces métriques complets, elle implique directement l’invariance topologique 
de la propriété de Baire au sens restreint (voir § 31). 

Dans les espaces métriques le terme borelien peut être remplacé par 6'j. 

En effet, X Z ayant la propriété de Baire relativement à Z, 
on 9.Z — XZ~M-\r P, où M est un ensemble relativement 
à Z et P est un ensemble de I-re catégorie dans Z. Comme pro- 
duit d'un Gs et de l’ensemble fermé Z, l’ensemble M est donc 
borelien; comme un ensemble de I-re catégorie dans Z, l’ensemble 
P est aussi de I-re catégorie dans Z (§ 10, IV, 2). 

Supposons à présent que la condition du théorème soit satis- 
faite. Il s’agit de prouver que X e Br, autrement dit que, F étant 
un ensemble fermé arbitraire, XF jouit de la propriété de Baire 
relativement à F. Or, par hypothèse XF = M-{- P, où M est un 
ensemble borelien (relativement à l’espace) et P est de I-re caté- 
gorie dans XF. Par conséquent M est borelien relativement à F 
et P est de I-re catégorie relativement à F (§ 10, IV, 1). L’en- 
semble XF jouit donc de la propriété de Baire relativement à F. 

VII. Opération (.' O- l-o. propriété de Baire est un invariant 
de l'opération (.< 0 ‘). 

Soit, en effet, 

(1) .v» 2’;] .Y,, 

les ensembles jouissant de la propriété de Baire (pour les 

notations et les propriétés de Topération (: /) voir § 1, VI). 

Le système des ensembles ,,, peut être supposé „régu- 
lier”, car, le produit d'un nombre fini d'ensembles à propriété 
de Baire étant un ensemble du même genre, on peut remplacer 
... par X^i ■ yV,i ,2 • ' 

D’après IV, il existe un ensemble Z qui est un Fr. tel que: 


Voir: O. N i k o d y m, Sur une propriété de V opération (s4). Fund. Math. 
7 (1925), p. 149 et C. R. Soc. Sc. de Varsovie, voir 19 (1926), p. 294; N. Lu si n 
et W. Sierpinski, Su/ quelques propriétés des ensembles (A) ^ BuU. Acad. 
Cracovie 1918, p. 35; E. Sz pilrajn, 1. cit; N. L u s i n, C. R. Paris vol. 164 
(1917). 
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( 2 ) 

(3) si B e B et X (2 B, l’ensemble Z — B est de I-re catégorie. 


D’une façon générale, il existe un ,,/ jouissant de la pro- 
priété de Baire et tel que 

(2a) 2" n^n- C2„. 

3 n=-l 

(3a) si 5 6 « et 2 il ... „/ ,■ C S, l’ensemble Z„. - B 

est de I-re catégorie. 

On peut supposer, en outre, que 


(4) ■^1)' ... n' C_ -^1)' ... t)' » 

puisque l’ensemble ■^i,* ... „/ • A",,. ^ satisfait évidemment aux con- 
ditions imposées à Z„i . 

En tenant compte de l’identité X — Z - - (Z — X) et du fait 
que Z est un F,, tout revient à prouver que Z—X est de I-re 
catégorie. Or, en appliquant successivement les propositions (1), 
(4) et § 1, VI, 4, il vient 

Z- X^z-S il ... c ^ 2 il Z„. ... c 

i) ^---1 i) /-I 

CZ ^ ... t)i ^ ... n' m)- 

U r^o m~t 

La sommation ^ étant dénombrable (§ 1, VI, 3), il reste 

I, (•: = (, 

oo 

à prouver que l’ensemble (Z„i ^ Z,,i „) est de I-re ca- 
tégorie. Mais c’est une conséquence de (3a) où l’on peut poser 

oo 

B = s Z„i p, „ en vertu de la formule 


2 il 




2 2/7.Yn....„<«,....,«C2z n* ... m ? 

m— 1 I n~l ^ ^ m~~l 


qui résulte des propositions § 1, VI, la et (2a). 
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Corollaire. La propriété de Baire au sens restreint est un in- 
variant de l’opération (sî). 

En effet, E étant un ensemble fixe, on a selon (1) 

E X = S xn). 

Donc, si Ton suppose que E X^t jouit de la propriété de 
Baire relativement à E, il en est de même de E X d’après le 
théorème précédent. 

Remarques, L’invariance de la propriété de Baire est un cas particulier 
d’un théorème de la Théorie générale des ensembles. 

Soit, notamment, S une famille de sous-ensembles d’un espace donné 
satisfaisant aux conditions suivantes: la somme d’une infinité dénombrable 

d’ensembles appartenant à S appartient à S, 2^ le complémentaire d’un en- 
semble appartenant à la famille S lui appartient également, 3" à chaque en- 
semble X (de l’espace donné) correspond un ensemble Z de la famille S tel 
que les conditions XQS^S ei YQ Z — 5 entraînent Y ^ S, 

Dans ces hypothèses, la propriété et appartenir à la famille S est un invariant 
de Vopération ) ^). 

La famille des ensembles jouissant de la propriété de Baire est une 
famille S (d’après III et IV). Un autre exemple important d’une famille S 
fournit la famille des ensembles mesurables au sens de Lebesgue. En effet, 
les conditions et sont évidemment réalisées; la condition 3® l’est également, 
car on peut prendre comme Z un ensemble Crg ayant la mesure égale à la 
mesure extérieure de X et l’ensemble Z — 5 est alors de mesure nulle. 

La mesurahilité an sens de Lebesgue est donc un invariant de Vopération (^^'0* 


§ 12. Séries alternées d’ensembles fermés. 

I. Formules de la Théorie générale des ensembles % Soit 

( 1 ) -^ 0 » -^ 1 » ••• > ••• » 

une suite transfinie d’ensembles décroissants, c. à d. tels que la 
condition 4 > î entraîne (Z ^c* Supposons, en outre, que: 

(2) Xo = 1 

(3) X\ — f] Xt, si X est un nombre-limite ou bien si X = a. 


*) Théorème de M. Szpilrajn, loco cit. p. 300. 
*) Voir F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 80. 
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On prouve facilement que 

(4) \ = X,- + ... + + ... + ;('„ = 

Les ensembles (Jfo— A'i+A'j— .Y5+...) et (Xi—XY^Xi—X^-\-...-{-Xa ) 
étant disjoints, il vient: 

(4a) 1 - (.Yo - + ^2 - ^3 + ...) = .Y, - - ^4 + ... + .Y„. 

II. Définition. Un ensemble de la forme 

E — — — Fçf 1 + ... 

où. les termes sont fermés décroissants, est dit développable en série 
alternée d’ensembles fermés décroissants ou, tout court, ensemble dé- 
veloppable. 

Dans les espaces complets séparables les ensembles développables coïn- 
cident avec les ensembles qui sont simultanément des et Gg (Chap. III, 
§ 33). Plusieurs propriétés importantes des ensembles F^ et Gg sont des con- 
séquences de leur développabilité; c'est une des raisons pour laquelle les en- 
sembles développables lAéritent une étude spéciale. Cf. aussi § 13, VI. 


III. Théorème sur la séparation, Développement en série 
alternée. E ei H étant deux ensembles arbitraires donnés, admet- 
tons que la suite (1) remplisse les conditions (2) et (3), ainsi que 
la condition suivante: 

Xi_.^i = X^ÊX\H. 

La suite (1) est évidemment composée d’ensembles fermés. 
Elle est, en outré, décroissante, puisque >Yç+i C Doue, 

à partir d'un certain indice, tous ses termes sont identiques; c’est 
cet indice que nous désignerons par a — 1. Par conséquent 


X^ = X;-Éi^H. 

Posons: P^—X^—X^ E, P^—X^—X^ fï. Donc , 

d’où, en vertu de (4), 1=X Pf, Pi + A'a, donc 1— X .PçC .S'^l+A'a . 

^<a 6<a Ç<a Ç<a 
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D’autre part, = X^ — X^~É — X^- E — X^ — E 1 — f, 
d'où S P^(Z ^ ~ donc EÇ^l— (2^ P^ + X^,. D’une façon 

t'a t a t'a 

analogue, ^ R^(2^ ~ H. On obtient ainsi: E—Xg,(2S /?t> H ■ ^ R^=0, 

^ ' a E<a ^'" a 

De plus, f ensemble 

S Ri =E i^i - ^t •>/) ^1- H + É H- ËH + EH- Eli - ... 

t' ■« t' a 

est la somme d'une série alternée d'ensembles fermés décroissants, 
car Xf^+i = Xi^ E-XE-HCX^ H. 

De là on conclut, en particulier, que 

1 " si l'équation X ~ XE - XH ne possède que la racine X — 0, 
Il existe un ensemble développable D (à savoir l'ensemble D = S Ri) 

t' a 

tel que EÇf D H HD — 0 '). 

2" en posant H ~ \ — E, on a: 

(5) — X^ - É ■ X^ — É = la frontière de X^ - E relative à X^, 

(6) X^ = X^ E -X^ - E et E-X^ = ERi, 

ta 

car /?^ CI 1 — // — E et /?ç CI -'^t ' '^t+*» sorte que l’ensemble 
t « 

^ R^, comme sous-ensemble de (A'^ — A^^+i), est disjoint de ^a. 
t' « t * 

On a donc S R^ (Z ^ ~ 

t' a 

On voit ainsi qu’en retranchant de E le „reste’^ Xg^-E, on 
obtient un ensemble développable. Par conséquent: 

3" St le reste Xg - E s'annule, on a (en posant H = \ — E): 
(i) £ = il /?! - 1 - 1 - £• -t- £ ï - f - £ - £ 4- £1 - £ E-E - ... 

S a 

(il) £=i-//=i- vpç= i-i;(A'i-Â^-£)=i; (. y^-£-a'ç+,)= 

ta ta t^a 

^ ÊÆ-È E- E + ,.. (d’après I (4a)). 

*) Nous nous servirons de cet énoncé pour démontrer un théorème im- 
portant de B a i r e sur les fonctions de I-re classe (voir Chap. II, § 27, X). 
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IV. Propriétés du «reste”. L’ensemble de la formule (6) 
est le plus grand ensemble satisfaisant à l'équation 

(7) X=XEX~È. 

En effet, si X satisfait à (7), on a d’abord X A',, -- 1. Puis, 
si XC^h >1 vient X E(ZXi Eet X-ECX^~E, d'où XE X-ËQ 
Ç^X^-Ë- Xi^ — E, donc, selon (5) et (7), Enfin, si pour 

chaque è<X (X nombre limite) on a Aç, il vient A'(3 II X^ r^Xx. 

i- K 

Ainsi, en vertu du principe de l’induction transfinie, A' est 
un sous-ensemble de chaque A\, donc de A'„. 

Il est à remarquer que l’égalité (7) équivaut à 

(8) A'£ = A-A'--£. 

Elle implique, en effet, que (2 X Ç2.X ~ E et, on a d’autre 

part XE(2X et X—E dX^ d’où l’équivalence demandée, puisque, 
en vertu de (7), X = X. 

V. Conditions nécessaires et suffisantes. Chacune des con- 
ditions suivantes est nécessaire et suffisante pour que i'cnsemble E 
soit développable: 

1“ l'égalité (8) implique que X — 0; autrement dit, quel que soit 
l'ensemble fermé F ^ 0, la frontière de FE relative à f, c. à d. 
^ensemble FE ■ F — E, est F\ 

2" quel que soit l'ensemble fermé F, la frontière de FE re- 
lative à F est non-dense dans F. 

3" le ,, reste" s'annule, c. à d. X,^ ■ E D. 

Démonstration. 1. La condition l'’est nécessaire. 
Supposons, en effet, que E soit développable en une série alternée 
d’ensembles fermés décroissants: 

(9) E^F,-F^-FF,-F,-{-... + F^ - Ff^^r + ... ($ + 1 < a). 

On peut évidemment supposer que les indices limites sont 
omis dans ce développement. Or, si l’on admet que Fn 1, 

= n (pour X limite) et F^— [J F^, on conclut de (4) que 
X t ' 

1- E=Fo-Fi-\-F,- F,-F...-\- /=■„. 


( 10 ) 
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Nous allons prouver que l’égalité (8) entraîne X (3 quel 
que soit 4. On a d’abord XÔ.Fü — \. Admettons que X d F^. Dans le 
cas où 4 est pair, on conclut de la formule (9) que XE d 
(car toutes les différences qui précèdent sont disjointes de , 
donc de X, tandis que tous les termes qui suivent sont con- 
tenus dans Donc X — XÈ F^j^i. D’une façon analogue, 

si 4 est impair, on conclut de (10) que X — EÇZ /'ç+i, d’où 
X — X ~ É Ç2. ^i+i- Finalement, sïXÇ^F^ pour chaque 4 < X, il vient 

XCriF^^F^. 

^<1 

11 est ainsi établi que X d F^, quel que soit 4. Par consé- 
quent X d Fa- Cela implique en raison de (10) que A d 1 — 
d’où XE = 0, donc X ^ XE = 0. 

2. La condition 1® entraîne 2". En effet, d’après § 6, 

II (12), on a Int [Fr (£)] — Int [Fr (£■)] • È ~ Int [Fr (ï)] — É. On en 
conclut que l’on peut poser dans (8): X = Int [Fr (£)), en tenant 
compte du fait général que l’égalité X — XÉ entraîne X — XE 
(puisque XÉ d XE d ^)- Or» s' l’on suppose que l’égalité (8) 

entraîne X — 0, on en conclut que Int [Fr (£')] = 0, donc que la 

frontière de E ne possède pas de points intérieurs, c. à d. qu’elle 
est non-dense. 

De plus, si l’on considère FE à la place de E et la frontière 

de FE relative à à la place de la frontière de E, on parvient 

à la conclusion que celte frontière relative est non-dense dans F, 
car la condition 1® entraîne la même condition «relativisée” par 
rapport à F (cette dernière signifie notamment que la condition 1® 
est réalisée pour tout X d F). 

3. La condition 2® entraîne 3®. En effet, en posant 
F ~ Xg_ dans 2®, on en conclut que la frontière de Xg. - E relative 
à Xa est non-dense dans X^. Elle ne peut donc être identique 
à X^ que dans le seul cas où A* = 0. Ainsi en vertu de (6), on 
a X^ — O, d’où Xa ' E = 0. 

4. La condition 3® est suffisante selon III, 3*. 

Notre théorème est ainsi complètement démontré. 

Comme nous l’avons prouvé au § 8, V, pour que la frontière 
d’un ensemble soit non-dense, il faut et il suffit que cet ensemble 
soit une somme d’un ensemble ouvert et d’un ensemble non-dense 
(ou encore qu’il soit une différence d’un ensemble fermé et d’un 
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ensemble non-dense). On en conclut en vertu du th. précédent, 
que la condition nécessaire et suffisante pour que E soit un ensem- 
ble développable est que. relativement à chaque ensemble fermé F, 
l'ensemble EF soit une somme d'un ensemble ouvert et d'un ensemble 
non-dense (ou, ce qui est équivalent, qu'il soit une différence d'un 
ensemble fermé et d'un ensemble non-dense). 

La condition P du théorème précédent conduit ù la suivante: 
quel que soit l'ensemble fermé non vide F, il existe dans F un point 
où soit FE, soit F— E est ^localement vide" relativement à F, c. à d. 
qu’il existe un entourage G de ce point tel qu’on ait soit GFE = 0, 
soit GF — E = 0. 

En effet, si FE = F — F — Ë, l’inégalité GF ^ 0 entraîne 
GFE GF — E (voir § 5, III); la condition en question im- 

plique donc 1®. Inversement, si p e F — FÉ, on pose 0 = 1 — FÈ ; 
donc GFE = 0. Si p s F — F — E, on pose G — \ — F — E. 

VI. Propriétés des ensembles développables. 

1. Les ensembles développables constituent un corps **), c. à d. 
que la somme, le produit et la différence de deux ensembles 
développables sont des ensembles développables. 

C’est une conséquence de la cond. 2® du théorème du N*V 
et du fait que les ensembles ayant la frontière non-dense consti- 
tuent un corps (§ 8, V). 

2. Chaque ensemble développable jouit de la propriété de Boire 
au sens restreint. 

Car E étant un ensemble développable et F un ensemble 
fermé, l’ensemble EF est une somme d’un ensemble ouvert et d’un 
ensemble non-dense dans F (cf, N®V). 

3. Si un ensemble frontière est développable, il est non-dense. 

Car dans le domaine des ensembles ayant la frontière non- 

dense les notions d’ensemble frontière et d’ensemble non-dense 
coïncident (§ 8, V). 

4. Chaque ensemble clairsemé est développable, car la fron- 
tière d’un ensemble clairsemé est non-dense (§ 9, VI, 4). 


’) et. § 7, IV et § 11. IV, 4. 

•) Cf. F. H a U 8 d O r f f, Mengenlehre, p. 82. 
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VII. Résidus 0- L’ensemble X X — X est dit le résidu de X 
(au sens de M. Hausdorff). 

L’ensemble Xg_ E (le reste de E) est identique à son résidu. 
Car E X étant deux ensembles qui satisfont à la formule (8), 
XE est identique à son résidu: X — X — E — X — XE = XE — XE, 
puisque X = XE', il en résulte que XE = XE ■ XE — XE. 

La condition nécessaire et suffisante pour que E soit un en- 
semble développable est qu'aucun ensemble Y (7^ 0) fermé dans E 
ne soit identique à son résidu. 

Supposons, en effet, que Y — Ÿ E Y — Y- Ÿ — Y. Par consé- 
quent K - YE et, d’autre part, KC Y- Y^ Ÿ- YE= Y^ECŸ- 

Donc YE — Y~ Y- -E et, en substituant Y à A' dans V, 1", on a 
Y — 0. La condition est donc nécessaire. Elle est aussi suffisante, 
car elle implique en vertu de l’énoncé précédent que X^ - E = 0, 
donc d’après V, 3", que l’ensemble E est développable. 

Il est à remarquer que la condition necessaire et suffisante 
pour qu’un ensemble soit une différence de deux ensembles fermés 
est que son résidu soit vide. 

En effet, d’après J? (>, III, X est une différence de deux en- 
sembles fermés, lors(iue l’ensemble — A' est fermé, autrement dit, 

lorsque A'- A'(^Â' — A' 1 — A", c. à d. lorsque A’ A' — A’ = 0. 

VIII. Résidus d’ordre transfini. E étant un ensemble donné, 
on forme la suite des résidus de tout ordre de la façon suivante: 

/?, = le résidu de E, = le résidu de et R, -- I l R^ pour 

i, >' 

X limite. La suite des résidus ainsi définis étant décroissante, on 
aboutit à un certain nombre P tel que /?^ = R^+i = ... D’après I (4), 
on a: E — R^ E — Ri + Ri — R^ ... 

Les termes de cette série alternée ne sont pas fermés, mais 
en vertu de l’identité X—X—X—X—X—X (puisque A’— A'--0), 
on a Rt — fl - Rl — R^ — /?e, donc 

(1 ) E-R^^^Ë-Ë-E-YE- E-E- ... -f + ... 

') F. H a U 8 d O r f f, Grundzilge der Mengenlehre, p. 280. 
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En particulier, si E est développable, le ^dernier résidu * /?^ 
de E est vide (voir N^’VII) et la formule (1) présente un dévelop- 
pement de E en une série d’ensembles fermés décroissants. 

IX. Ensembles localement fermés dans les espaces réguliers. 

D’après la définition générale de la localisation, renseinble A' est dit 
localement fermé an point p, lorsqu’il existe un entourage de p tel que l’en- 
semble EX soit fermé. 

Evidemment un ensemble fermé est localement fermé en chaque point. 
Tout ensemble est localement fermé en chaque point isolé. Si X est fermé an 
point p et Y est fermé dans X, Y est fermé an point p. car, rensemble EX étant 
fermé, la condition ) >'■ A' iinpli(|iie que EY est fermé. 

Admettons à présent (|uc l’espace satisfait à raxiome de ^réptiilarité" , 
d’aprcs lequel, si p n appartient pas à nn ensemble fermé E. il existe un entourapie 
E de p tel que E • 0 ’). 

Nous allons démontrer (pie, dans cette hypothèse, l'ensemble des points on 

X n'est pas localement fermé est égal n X — A', ce qui implîcine que le résidu 
de A' coïncide avec rensemble des points de A" où X n’est pas localement fermé. 

vSoit, d’abord p^\ — A' X Soit, conformément à l’axiome de régularité, 
I: un entourage fermé de p tel <jue E • A' — A' 0. Il en résulte que /:’ • A' — X — l), 
d’où /; • A' A', donc /:' • A' « /;’ • A', ce ((ui prouve que l’ensemble /:X est fermé, 
donc, que X est t'ermé au point p. 

Supposoîis, récipro(iuemeiit, <iue X soit fernu'; au poini /% donc que 
EX == EX et p t — l - E. il s’agit de prouver (jue p ~ 1 — X A'. Il suffit 
évidemment d’établir l’inclusion X — A' ( 1 — E. Or, en tenant compte de la 
formule générale A' — K' A' — )', on démontre en effet facilement (pie 
X — X X — EX ^ X — EX : X /:X--X---/:ri ™-/:',etparsuite X -X:,l —E. 

(’eci établi, on en conclut en vertu de.s propositions du N‘^VII que: 

la condition nécessaire et suffisante pour qn’un ensemble E soit dévelop^ 
pable, est que chaque ensemble non vide fermé dans /:' contienne nn point oit il est 
localement fermé, 

2” la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble /: soit localement 
fermé en chacun de ses points est qiCil soit une différence de deux ensembles 
fermés’^), c. à d, que le résidu de E soit vide, ou encore que E — E soit fermé (voir 
§ 6 , 111 ). 

On prouve facilement que chaque espace métrique satisfait à cet 
axiome, de sorte que le contenu du N® IX reste valable pour les espaces mé- 
triques. Voir pour cet axiome L. V i e t o r i s, Mon. f. Math. u. Ph. 31 (1921), 
p. 173 et U. Tietze, Beitnige, zur allgemeinen Topologie, Math. Ann. 88 (1923), 
p. 301. 

“) Voir la note de M. W. Sierpinski et de moi, Sur les différences 
de deux ensembles fermés, Tôhoku Math, doiirn. 20 (1921), p. 22. 


c. KuratoNvski. Topoloji:ie I- 


5 
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Le ^dernier résidu'^ Rt. étant identique à son propre résidu, c’est un 
? 

ensemble qui n’est localement fermé en aucun de ses points. Nous allons 
démontrer que, parmi les ensembles fermés dans X, Pensemhle Rr^ est le plus 
^rand qui ne soit localement fermé en aucun de ses points. 


Supposons, en effet, que l’ensemble K soit fermé dans X et que V — 7?^ =(= 0. 
fl s’agit de prouver que Y contient un point où il est localement fermé. Or on 
déduit, en tenant compte de la décomposition Vffl (1), l’existence d’un indice 
^ tel que YR ^ — ^ ^ désigne le plus petit indice de 

ce genre. Par conséquent YC R^, donc Y est fermé dans et, l’ensemble 

résidu de /?^, l’ensemble R^ est localement fermé en chaque 
point de R^ — i’ chaque point de l’ensemble non vide YR^ — ^£ 4 . 1 * 

Cela implique (comme nous l’avons démontré auparavant) que l’ensemble Y' 
est aussi localement fermé en chaque point de ce dernier ensemble. 


§ 13. Continuité. Homéomorphie. 

I. Définition '). Soient . V et 7/ deux espaces satisfaisant 
aux axiomes 1 — III. Soit f(x) une fonction ayant .Y pour l’ensemble 
des arguments et dont les valeurs appartiennent à Jf. La fonction 
/ est dite continue au point x, lorsque, pour chaque ensemble X, 
la condition x t X entraîne f{x) e f {X) -). 

En cas oii .\ et 7/ désignent des ensembles de nombres réels, la notion 
de continuité considérée ici coïncide avec celle de l’Analyse classique. 

II. Conditions nécessaires et suffisantes. Pour qu'une 
fonction f soit continue au point x, il faut et il suffit que, Y étant 
un entourage arbitraire de /(x), l'ensemble f '(Y) soit un entourage 
de x; en d’autres termes, que pour chaque K 

(t) f{x) s Int ( Y) entraîne x t Int 1/ ’ ( K)], 

ou encore (en rempla^'aiit Y par 7/ ~ r) QUe 

(2) X e f \Y) entraîne f {x) t Y. 


’) Cf. F. H a U s d O r ! f, Grimdzage der Mengéniehre. Chap. 9, § 1. 

En cas où les espaces i.V et 7/ ont des points communs, il est dési- 
rable de distinguer entre la fermeture dans A' et dans Jf. Pour simplifier 
les notations, nous omettons cette distinction. 
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En effet, on prouve en vertu de § 3, II, 12 que la condition (2) 
est nécessaire, en posant dans la définition X~f ^{Y). La 
suffisance résulte de § 3, II, 11, en posant dans (2): 

En tenant compte du fait qu’il existe dans chaque entourage 
d’un point un ensemble ouvert contenant ce point, on parvient 
à la condition suivante („définition de Cauchy**): 

(3) pour que f soit continue au point x, il faut et il suffit qu'à 
chaque ensemble .ouvert H contenant f (x) corresponde un ensemble 
ouvert G contenant x et tel que f(0)(2 H. 

III. L’ensemble D des points de discontinuité. Par dé* 

finition on a x t D lorsqu’il existe un ensemble X tel que x s X et 
f(x) non-s f {X), c. à d. tel que x s X - ■ f \\f {X)\. Il vient: 

(1) '[/(m d’où /(D)-2f/(A’)-/(A')|, 

X .V 

la sommation s’étendant à tous les sous-ensernbles X de .1. 

En effet, /(D)=27{-V-/-‘(/ / ‘ 

X X 

= 2(/(A’) ( V -/{X)] = 2l/(X)-/(A')], d’après § 3, II, 13. 

X X 

En vertu des propositions II (1) et (2), on a: 

(2) D = 2{/-‘[Int(K)l-Int|/ ’(K)~/ '(K)l, 

)■ Y 

car d’une part la condition f{,x)s Int (K) équivaut à xsf ‘flnt(K)J 
et d’autre part f (x) s Y équivaut à jcs/ ‘(K). 

On peut enfin supposer que dans la première des égalités (2) 
la variable Y parcourt la famille des ensembles ouverts et que 
dans la deuxième elle varie dans celle des ensembles fermés. 

En effet, si l’on pose Int(K)“C/,on a / ’[Int(K)J— Int[/ ^{Y)] (2 
C/-HC/)-[Int/ et si l’on pose K - F, on a f ^ (Y)- f ‘(K)C 
Cf~^{F)-fHF). Ainsi: 

(3) D =2 {/ ‘(O) - Int I/-‘(G)1} =21/ ‘ (O-/ ‘ (/=■)]. 

O H 

La première des égalités (3) implique que DÇfX' (dérivé de 9C), 
car tout point isolé de l’espace, comme point intérieur de chaque 
ensemble qui le contient, n’appartient pas à f \0) — ini\f~\G)\. 

Les deux égalités suivantes définissent deux classes impor- 
tantes de fonctions: 1® jD = 0 les fonctions continues, 2® 'X — D = 9C 
les fonctions ponctuellement discontinues. 


*) Ici n'intervient que l’ax. I, qui est d'ailleurs superflu si / est blunlvoque. 
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IV. Fonctions continues en chaque point. Les fonctions 
de ce genre s’appellent continiies^ tout court. On a dans ce cas 
D i) et / (D) = 0. Les formules III (1) — (3) fournissent aussitôt 
les conditions suivantes, nécessaires et suffisantes pour qu’une fon- 
ction / soit continue: 

(1) f {X)C_f {X), quel que soit X, 

(2) f ^ (Y) df Quel que soit Y, 

(3) / ' (O) est ouvert, quel que soit l'ensembie ouvert G. 

(4) / ’ {F) est fermé, quel que soit l'ensemble fermé F. 

Les deux dernières conditions résultent de Légalité III (3), 
car la condition D = 0 équivaut à l’hypothèse que, pour chaque 
ensemble ouvert G, on a / ' (G)- Int [/ ‘ (G)] -- 0, donc que / '(G) 
est ouvert; de même l’hypothèse / *(/^) f '{F) -- éf signifie que 
/ '(/-) est fermé. 

Kn parliculier, / (.r) étant une fonction continue à valeur» réelle» et ah 

un intervalle, les enscMiibles /t * /(r) /7J et sont fermés; 

x \ 

rensenible A [li < - / <', h) est ouvert. 

X 

Kn tenant compte du fait que Popération / ^ est additive et 
multiplicative (§ 3, II, 6a et 7a), 011 déduit de (3) et (4) que 

(5) si V é*si respectivement un F- ou un (Y) également, 

V. Relativisation. Fonctions partielles. Rappelons que 
l’on désigne par f {x A) la fonction qui s’obtient de f {x)y on re- 
streignant à A rensenible de ses arguments (§ 3, II). La fonction 
partielle /(.vi/l)est dite continue au point x relativement à A, lorsque 
x^A et lorsque la condition A' e AVI entraîne f {x) s/ (AM). 

1) La continuité cVurie fonction dans an point p est une pro- 
priété locale, c. à d. (lue, A étant un entourage de p, la continuité 
de la fonction partielle f{x\A) dans un point p entraîne celle de 
la fonction / en ce point. 

Soit, en effet, p s A'. On a évidemment X ~ XA A- X — A, 
d’où A”^ = AM + A' — /IC ^ comme par hypothèse 

/? n’appartient pas à :V - ^4, il vient p s XÀ, d’où, par suite de la 
continuité delà fonction partielle: f {p) ^ f\XÀ) Çf f\X). 
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2) Si iX = A + B, P E AB et les fonctions f (x\ A) et f{x B) 
sont continues au point p, la fonction f Vest également. 

En effet, si p s A' = XA + XB, on a soit p e AVI, soit p s XB. 
Donc p Z f{XA)(Zf {X) ou bien p £ / (A7^) C / (A ). 

3) Si X ^ A B est une décomposition de X en deux ensembles 
fermés et si les fonctions f {x\A) et f {x\B) sont continues, f est con- 
tinue sur X. 

Car, dans le cas où p z AB,, la fonction / est continue en p 
selon la proposition 2) et dans le cas où p non-z A, p est un {)oint 
intérieur de B, de sorte qu*on arrive alors à la niéirie conclusion 
en vertu de la proposition 1). 

VI. Fonctions caractéristiques. On appelle fonction cara- 
ctéristique d’un ensemble A une fonction (jui admet deux valeurs 
(les nombres 0 et /, par ex,), rune aux points de A et Tautre aux 
points du complémentaire de A. On a l’égalité suivante: 

(1) Fr(A) D, 

c. à d. (jiie la frontière de A coïncide avec rensemble des points 
de discontinuité de la fonction caractéristique de A. 

Soit, en effet, f {x) ^ a pour x e A et f {x) b pour x s \ - A. 
Il suffit de considérer le cas où xzA. 

Si l’on suppose' que .x:£Fr(^), l’ensemble i4 / ‘(a) n’est 
pas un entourage de .v, bien que l’ensemble composé du point a 
seul soit un entourage de f {x). Il en résulte selon II que x e D. 

Inversement, si x z A Vr {A)^ on a x: £ Int (/4) et, en vertu 
de la même proposition, x est un point de continuité de la fon- 
ction /. 

L’identité (1) implique que la condition nécessaire et suffisante 
pour que la fonction caractéristique d*un ensemble A soit respecti- 
vement continue ou ponctuellement discontinue est que cet ensemble 
soit à la fois fermé et ouvert ou bien possède la frontière non-dense. 

Car la condition ü X) équivaut à l’égalité Fr(i4) “0, qui 
signifie que A est simultanément fermé et ouvert. 

On en conclut en vertu de § 12, V, 2'* que pour que la fon- 
ction caractéristique d'un ensemble A soit ponctuellement discontinue 
sur tout ensemble fermé, U faut et U suffit que Vensemble A soit 
développable en série alternée d'ensembles fermés décroissants. 

Ajoutons aux propriétés topologiques des fonctions caracté- 
ristiques les formules suivantes, qui appartiennent à la Théorie 
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générale des ensembles et dont la démonstration ne présente 
aucune difficulté ’): c (x, A) désignant la fonction caractéristique 
de A, on a: 

1. 2. c(x,0) = 0 3. c(x. A') = 1 - c {X, A) 

4- c (x, ^ A.) = max c {x. A,) 5. c (a:, // A,) = min c (x, A^) 

6. c (x, AB) ~ c {x. A) - c {x. B) 

7. c {x, A — B) — c {x. A) — c {x, AB) 

8. lÀxnes An désignant l’ensemble ^ = f j (dans 

n n~0 k o 4’ - 0 /I .:ü 

le cas où cette égalité a lieu), on a c(x,Limes An) = Um c (x,A„). 

/Z-'Oo 

Vil. Fonctions biunivoques et continues. Supposons à pré- 
sent que la fonction /, qui transforme l’espace .X en 9/? soit biu- 
nivoque, c. à d. qu’à des arguments différents correspondent 
toujours des valeurs différentes de la fonction. I^es propriétés 
suivantes sont des invariants des transformations biunivoques et 
continues: 

1) la propriété d’être an point d’accumulation de l’espace; en 
effet, a: e — a: entraîne f{x) s f {X — x) = V — f{x), pui.sque 
/(Lï - X) -=f{X)-f(x) (voir § 3, III); 

2) la propriété d’être dense en soi (c’est une conséquence 
immédiate de la proposition précédente); 

3) la propriété d’être un ensemble frontière dans l'espace, car l’éga- 
lité l\'=.\-yV entraîne iJ^f(X()=-f{X-X)(Zf(X-X)== )J-f{X). 

VllI. Fonctions bicontinues. Homéomorphie. 

La fonction y -= f {x) transformant l’espace SI’ en l’espace 9/ 
(tout entier) est dite bicontinue, si elle est biunivoque et si la fon- 
ction f{x), ainsi que la fonction inverse /' ^(y), est continue. La 
transformation est dite alors une homéomorphie *) et les espaces 
X et 'JJ s’appellent homéomorphes (ou du même type topologique; 
cf. aussi § 3, IV). Dans le cas où X — JJ, l’homéomorphie peut 
être nommée automorphie (topologique). 

Voir par ex. F. Hausdorff, Metigenlehre^ p. 20. 

selon une dénomination de H. Poincaré, Journ. Ec. Polyt. (2) 1 
(1895), p. 9. 
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On voit aussitôt que l’homéomorphie est une relation symé- 
trique, transitive et réflexive. 

Chacune des conditions suivantes est nécessaire et suffisante 
pour qu'une fonction biunivoque f soit bicontinue: 

(1) f{X)^-f{X), quel que soit X, 

(2) / ‘(y') -- / MH. quel qut' soit 1’. 

En effet, d’après IV, (1), l’inclusion /(^V) /(A") équivaut 

à la continuité de la fonction /, tandis que rinciiision f (X) (~f(X) 
équivaut, d’après IV (2), à la continuité de la fonction / '. De 
là résulte la première partie du théorème. Par un raisonnement 
analogue on en démontre la deuxième *). 

Une condition nécessaire et suffisante pour l’homéomorphie 
est aussi la suivante: 

(3) X^f ^\f (X)], quel que soit X, 
qui équivaut évidemment à la condition: 

(3a) {xeXJ {f{x)Bf(X)}. 

En effet, dans le cas où la fonction / est biunivoque, notre 
énoncé est vrai, car l’égalité (3) équivaut à (1). Il s’agit donc de 
prouver que toute fonction satisfaisant à la condition (3) est biu- 
nivoque. Posons f {p)=f (?). Il vient: p ■= f '1/ (/^)l ' / ‘ [/ (?)1 --'<7. 
d’où P — q, c. q. f, d. 

IX. Propriétés topologiques. Comme nous l’avons indiqué 
déjà au § 3, IV, chaque propriété topologique de l’espace (c. à d. 
propriété énoncée à l’aide de l'opération X) est invariante par 
rapport aux transformations bicontinues. 

D’une façon plus générale, si un point a (ou un ensemble A, 
ou une famille d'ensembles A, etc.) possède relativement à l’es- 
pace OC une propriété donnée et si la fonction / transforme l’es- 
pace 'X en l’espace )J d’une façon bicontinue, le point f (a) pos- 
sède la même propriété relativement à l’espace ,V. 


') Cette démonstration ne dépend d’aucun axiome topologique. Voir II, 
renvoi '). 
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Ainsi, deux espaces homéomorphes ne peuvent être distingués 
l'un de Vautre par aucun moyen topologique. D’une façon analogue, 
si A et B sont deux ensembles situés respectivement dans les es- 
paces î^et y Qi s’il existe une transformation bicontinue de St en 97 
qui transforme A en B, les ensembles A et B sont dans leurs espaces, 
au point de vue topologique, indiscernables. Nous les appellerons 
topologiquement équivalents (par rapport aux espaces S\' et 9/)- 

Il importe de remarquer que deux ensembles peuvent être homéomorphes 
et, cependant, leur situation dans l’espace peut être différente, de sorte qu’il 
n’y ait pas d’équivalence entre eux. Par ex. dans Tespace des nombres 
réels, un ensemble composé d’un point, d’un segment et d’un second point 
(dans l’ordre indiqué) n’est pas équivalent (tout en étant homéomorphe) à un 
ensemble composé de deux pointa et d’un segment qui les suit. Les mêmes 
ensembles (considérés comme sous-ensembles du plan) sont équivalents par 
rapport au plan. 

Toutes les propriétés de l’espace, de ses sous-ensembles, des points etc. 
considérées jusqu’ici sont des propriétés topologîques, donc des invariants 
des transformations homéomorphes de l’espace. 

X. Rang topologique. L’espace X est dit topologiquement 
contenu *) dans l’espace ' tj, s’il est homéomorphe à un sous-en- 
semble de 9 /- 

Si iX est topologiquement contenu dans 9/ 7 dans, St", 

nous dirons que X et 9/ même rang topologique ^). Par 

contre, si cette relation n’a lieu que dans un seul sens, on dit que le 
rang topologique de l’un des espaces est supérieur à celui de 
l’autre. 

Bien entendu, deux espaces peuvent avoir le même rang topologique 
sans qu’ils soient homéomorphes. Tels sont par ex. la droite illimitée et l’in- 
tervalle fermé. On a cependant, d’après un théorème de la Théorie des en- 
sembles *), la proposition suivante: A et ']/ ayant le mrnie rang topologique, 
il existe un ensemble A C 'À et un ensemble B C ^J/ tels que A est homéomorphe à B 
et 9C — /I d B, 

Les rangs topologiques de deux espaces péuvent être incomparables. Tel 
est par exemple le cas d’une circonférence et d’un ensemble composé de 
trois segments n’ayant qu’une seule extrémité en commun. 


*) d’après M. P. A 1 e X a n d r O f f. 

*) = »îtype de dimensions^ de M. Fréchet (voir Math. Ann. 68, 1910, 
p. 145— 168) = „Homoïe“ de M. Mahlo. 

’) S. B a n a c h, Fund. Math. 6 <1924), p. 236— 239. 
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XL Ensembles homogènes. Un ensemble ^4 est dit homo* 
gène dans Tespace, si pour chaque couplé a, b de ses points, il 
existe une automorphie /(a:), c. à d. une transformation bicontinué 
de Tespace en lui-même telle que f {a) — b eï f (A) ^ A. En 
particulier, l’espace entier est homogène, si tous ses points sont 
topologiquement équivalents (dans le sens du N^'IX). 

Tels sont par ex. une circonférence, un espace euclidien à n dimensions. 
Ces espaces sont, en outre, bihomogènes^ c. à d. qu’il existe une transforma* 
tîon faisant correspondre b k a et a k b simultanément. Il est d’ailleurs à 
remarquer qu’un espace peut être homogène sans être bihomogène 0- 

Dans le même ordre d’idées, on prouve^) que/î étant un ensemble fermé 
et ouvert simultanément, a et h deux points équivalents et tels que rt £ /I et 
/) : 1 — /!, les points a et b sont bi-équivalents, c. k d. qu’il existe une trans- 
formation bicontinué /de l’espace en lui-même telle que /(«) = /> et /(/») = « *). 

Un ensemble A peut ne pas être homogène dans l’espace qui le con- 
tient, bien qu’il soit homogène quand on le considère comme un espace pour 
lui-même. 

Il résulte facilement de la définition que, A étant un ensemble 
homogène, chaque propriété topologique qui appartient à uh point 
de A appartient à tous les autres. En particulier, si l’on envisage 
les propriétés d’être un point intérieur, un point d’accumulation, 
un point où l’ensemble donné est de I-re catégorie, on en conclut 
respectivement que tout ensemble homogène A est 

soit un ensemble ouvert, soit un ensemble frontière; 

2^ soit dense en soi, soit isolé; 

3'^ soit un ensemble de Ure catégorie, soit un ensemble qui 
n'est de I-re catégorie en aucun de ses points. 

Dans cet ordre d’idées on a le théorème suivant "*): 


*) Voir ma note Un problème sur les ensembles homogènes, Fund. Math. 
3 (1922) p. 14—19 (problème de M. K n a s t e r). 

*) ibidem, p. 16, 

3) Dans une note Ueber topoiogisch homogène Kontinua, Fund. Math. 15 
(1930), p. 102, M. van D a n t z i g distingue d’autres genres de homogénéité, en 
particulier l’homogénéité involutoire. Ces notions peuvent aussi être localisées, 
*) Ce théorème présente une extension aux espaces topologiques d'un 
théorème de M. Banach concernant les groupes topologiques (voir sui- 
vant). Le théorème de M. Banach a trouvé des applications importantes 
dans le Calcul fonctionnel. Voir S. Banach, Théorie des opérations linéaires, 
cette Collection Tome I (1932), p. 20; v. aussi ma note, S///* la propriété de Balte 
dans les groupes métriques, Studia Math. 4 (1933). 
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Théorème. Soit une famille (Tautomorphies de l’espace telle 
qu’à chaque couple de points x,y corresponde une automorphie h 
appartenant à cette famille et satisfaisant à l’égalité y = h (x). 
Soit Z un ensemble tel que l’on ait pour chaque élément h de .<) 

(1) soit Z — h (Z), soit Z h{Z) = D. 

Dans ces hypothèses, si Z jouit de la propriété de Baire, Z est 
ou bien un ensemble de I~re catégorie ou bien un ensemble simulta- 
nément fermé et ouvert. 

Démonstration. Remarquons d’abord (cf. N" IX) que, z étant 
un point de Z, si Z jouit d’une propriété (topologique) au point z, 
l’ensemble h (Z) jouit de la même propriété au point h {z). En 
outre, Z est homogène, car on peut faire correspondre au point 
z, eZ une automorphie h telle que Zi~h{z) et, comme z^tZ- h{Z), 
il vient en raison de (1): Z ~ h (Z). 

Il en résulte, selon 3“, que si Z n’est pas de I-re catégorie, 
Z n’est de I-re catégorie dans aucun de ses points. On en con- 
clut en vertu de la propriété de Baire (§ 11, IV, cor. 2) qu’il 
existe un point zt Z dans lequel 1 — Z est de 1-re catégorie. Soit 
donc Q un ensemble ouvert tel que 2 : e G et que G — Z soit de 
I-re catégorie. Nous allons prouver que G -- Z = 0. 

Supposons, par contre, que peG — Z. Soit h une automorphie 
appartenant à .Ç» et telle que p = h (z). Comme p ^ h (Z) — Z, il 
vient selon (1): Z- h(Z) = 0 , d’où h{Z)Ç21—Z, donc G h{Z)(2 G— Z, 
ce qui prouve que G • h (Z) est un ensemble de I-re catégorie. 
Par conséquent, h (Z) est de I-re catégorie au point p — h (z). 
Mais cela contredit la remarque faite au début de la démonstra- 
tion, puisque Z n’est pas de I-re catégorie au point z. 

L’inclusion G Ç^Z établie, il en résulte que z est un point 
intérieur de Z, donc, Z étant homogène, Z est ouvert (selon 1"). 

Reste à prouver que Z est fermé. 

Soit /? s Z et z e Z. Posons, comme auparavant, p = h (z). 
L’ensemble Z étant ouvert et h étant une automorphie de l’espace, 
h (Z) est aussi ouvert. Par conséquent les formules p e Z et 
psh(Z) entraînent Z h{Z)^0, d’où Z — h(Z), donc peZ, 
c. q. f. d. 
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XII. Rpplications aux groupes topologiques. Un espace topologiqiie 
(satisfaisant aux ax. I— III) s’appelle groupe topologique *), lorstjiron a fait cor- 
respondre à chaque couple de points x,y leur ^somnie** z = .v i v de façon que: 
1 ° {x 4- 3 /) -f Z = X + ( 3 ; 4- z), 2^ il existe l’élément-zéro 0 tel que .v f 0 = x ™ 0 f- ,v, 
3° il existe Télément (— x) tel que x 4- (— x) = 0, 4 ^^ les opérations x 4-y et - a' 
sont continues ^). 

Posons (x) = U 4- X. On voit aussitôt que la condition 3 / = (x) en- 

traîne X = h_^{y). On en conclut que h^(x) est (pour a fixe) une automorphie 
de l’espace et que la famille de toutes les fonctions satisfait à l’hypo- 
thèse du théorème du N^XI. 

On appelle sous-groupe chaque ensemble qui, avec x, contient ( — x) et, 
avec X et y, contient x •f' y. On vérifie facilement que, Z étant un sous-groupe, 
la condition XI (1) est réalisée. D’après ce qui précède chaque sous-groupe est 
homogène (en particulier, chaque groupe topologique est homogène). En vertu 
du théorème du XI, tout sous-groupe qui jouit de la propriété de Baire est 
soit un ensemble de I-re catégorie^ soit un ensemble à la fois fermé et ouvert. 


*) V. p. ex. D. vau Dantzig, Zur topologischen Algebra, Math. Ann. 107 
(1932), p. 587 — 626, ou l’on trouvera de nombreux renvois bibliographiques. 

*) Une fonction continue de deux variables est une fonction continue 
d’une seule variable parcourant un produit cartésien (voir § 23, I). Pour les 
applications dont il est question ici, il suffit de supposer la continuité selon 
chacune des variables séparément. 



DEUXIÈME CHAPITRE. 


Espaces métrisables et séparables. 

A. Introduction de la limite, de la distance 
et des coordonnées (§§ 14 — 17). 

Nous allons ajouter, à présent, aux axiomes I — III deux nouveaux axio- 
mes (§§ 16 et 17). L’espace satisfaisant aux ax. I — V constitue, comme nous 
l’avons indiqué déjà dans la Préface, le vrai domaine de la Topologie. Il est 
d’après un théorème du § 17 homéomorphe à un sous-ensemble de l’espace 
c’est bien ce théorème fondamental, qui est un de nos buts les plus pro- 
ches. Afin d’y parvenir d’une façon méthodique, nous étudierons d'abord 
deux genres d’espaces: espaces munis de la notion de limite et espaces 
métriques, munis de la notion de distance. Les §§ 14 et 15 contiennent plu- 
sieurs définitions et théorèmes importants, liés à ces notions. Dès que le 
théorème fondamental sera établi, tous les théorèmes concernant les espaces 
ainsi que les espaces métriques, pourront être considérés comme des 
théorèmes sur l’espace assujetti aux ax. I— V, puisque dans un espace de ce 
genre la limite et la distance se laissent introduire de façon que cet 
espace devienne JJ* et métrique. 

§ 14. Espaces G* (pourvus de la notion de limite). 

I. Définition. Un ensemble d’éléments arbitraires devient 
un espace i?*, lorsqu’on a fait correspondre à certaines suites 
(dites convergentes) , p„, ... d’éléments de cet espace un 

élément p — lim pn de façon que les conditions suivantes soient 

n=oo 

réalisées 0* 

0 Les espaces abstraits ayant la notion de limite pour terme primitif 
ont été introduits par M. Fréchet dans sa Thèse, Paris 1906 et Rend. Cire. 
Mat. di Palermo 22 (1906), Sur quelques points du Calcul fonctionnel Pour la 
cond. 3®, voir P. Alexandroff et P. ürysohn, C, R. Paris, t. 177 (1923), 
p. 1274 et P, ürysohn Sur les classes {3) de M, Fréchet, 2^ (1926), 

p. 77— 83, où les espaces 3* sont désignés par J2u 
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1® si lim = P et < ... , on a lira pk. = /> 

/l a scoo /Isssoo 

2® si, pour chaque n, p„=p, on a lim p„ = p 

ft^OfO 

3® si la suite pup^, .., ne converge pas vers p, elle coritient une 
suite partielle^) dotit aucune suite partielle ne converge 

vers p. 

Nous distinguons par l’astérisque les espaces J-2* des espaces .B d» 
M. Fréchet, qui ne sont assujettis qu’aux conditions 1° et 2®. Ces deux con- 
ditions ne caractérisent pas d’une façon suffisante la notion de limite: par 
exemple, un ensemble composé de deux éléments u et b, où l'on suppose que 
seules les suites a, a, a, ... et b, b, b, ... sont convergentes (la suite a, b, b, b, ... 
diverge!), est un espace B. Voir aussi N® Il et N® III, ainsi que M. Fréchet, 
Espaces abstraits, p. 169. 

II. Rapport aux axiomes I — III. X étant un ensemble situé 
dans un espace B*, oji définit la fermeture X de X, en admettant 
que p appartient à X, lorsque p est limite d’une suite extraite 
de X. On voit aussitôt que la condition ,1® entraîne l’ax. I et 
la cond. 2® l’ax. Il (voir d’ailleurs le raisonnement du § 4, II). 
L’ax. III peut ne pas être rempli, comme le prouve l’exemple de 
l’ensemble des fonctions, considéré au § 4, V *). 

Pour que p = lim pn, U faut et il suffit que, X désignant Ven^ 
semble des éléments d’une sous-suite arbitraire Pk„Pit ,, ... , on ait p&X. 

En effet, si p = \\mpn, oo & p ^ X en vertu de 1®. Inverse- 

/Iz=oo 

ment, si la suite donnée ne converge pas vers p, elle contient 
selon 3® une sous-suite Pk,,Pk„ ... dont aucune sous-suite ne con- 
verge vers p. On peut supposer, de plus, que la suite {pk„) ne 
contient pas l’élément p, car en vertu de 2® elle ne pourrait le 
contenir qu’un nombre fini de fois et dans ce dernier cas on la 
remplacerait par une sous-suite qui ne contient pas p. Or aucune 
suite (d’éléments différents ou non) x^, x^, ... extraite de X ne con- 
verge vers p, car en cas où elle admet une infinité d’éléments diffé- 
rents, elle contient une sous-suite de la suite , donc 
une suite qui ne converge pas vers p, et en cas où la suite jc,, x^, ... 


‘) Pk,<Pk,y: partielle \oM une sous-suite) de la suite puPî< — 

lorsque^:, •<A 2 <.,. 

®) Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un espace satis- 
faisant eux ax. I— III devlepne B* ont été données par P. U ry s oh s dans 
l’ouvrage précité. 
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ne contient qu’un nombre fini de termes différents, il y en a un 
qui se répète une infinité de fois; ce terme étant différent de p, 
la suite ne pourrait converger vers p. Ainsi, en tout cas, p non-e. X. 

On prouve facilement que la convergence, ainsi que la limite 
d’une suite, ne dépend pas de n premiers termes de cette suite, c. à d. 
que l’on peut ajouter ou supprimer ou remplacer un nombre fini 
de termes, sans que la suite cesse d’être ou devienne convergente, 
ou bien que sa limite change de valeur. On prouve aussi (en 
s’appuyant toujours sur l’ax. 3®) que, étant données deux suites 
telles que lim Pn— P = Hm q», la suite p^, qi,p 2 , q-i , ... converge vers p. 

III. Notion de continuité. Dans les espaces JJ* la condition 
pour qu’une fonction f soit continue au point x équivaut à la sui- 
vante (dite condition de Heine) ‘)- 

X — lim x„ entraîne f{x) -= lim f{x„). 

n--<x= 

Supposons, en effet, que la fonction soit continue au point x 
et que x = lim x„. Désignons par X l’ensemble des éléments d’une 

sous-suite arbitraire Xf,,, x^,, ... Nous avons démontré au N® pré- 
cédent que X e X. Donc, par définition de la continuité (§ 13, 1), 
f{x) £ f(X). La suite f(,Xi,),f{xi,f, ... étant une sous-suite arbitraire 
de la suite f {Xi), f {xJ ), ... , cette dernière converge vers f{x). 

Supposons, d’autre part, que X£ X. Il existe donc une suite 
x^, X.,, ... telle que x — lim x„ et x„ s X. Si l’on suppose la condi- 

n -vrxp 

tion de Heine vérifiée, on a /(jf) = lim/(x„) et comme f(Xn)£f(X), 

il vient f(x)sf (X). La fonction est donc continue au point x. 

De là, on conclut facilement que pour que la fonction / soit bi- 
continue, il faut et il suffit que les égalités A:^lim Xn et /(A:) = liin f{Xn) 
soient équivalentes. 

q L’hypothèse que l’espace des valeurs soit un est essentielle. Si, 
en effet, un espace est un J2 sans être un £*, il contient une suite Vo»3'i» ••• 
qui ne converge pas vers bien que chaque sous-suite contienne une sous- 
suite convergente vers Posons /(O) ^y^ et /(!/«) La fonction / est 

continue dans le sens adopté au § 13, 1, mais ne satisfait pas à la condition 
de Heine. 

Kn général, si les espaces des arguments et des valeurs sont des espaces J2 
(mais pas nécessairement .X?*), la continuité de / équivaut à la condition sui- 
vante: si X = iini il existe une sous-suite , ... telle que f{x) == lim/(A: ), 
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IV. Produit cartésien jies espaces ,C*. Le produit carté- 
sien Sl'X ;?/ des espaces îX et 'ij est par définition (§ 2, I) l’en- 
semble des paires ordonnées {x, j/) où jc s et s V- On confère 
à l’ensemble XK'-}/ le caractère d’un espace C*, en convenant 
que la suite de points jn = (x„,yn) converge vers j = {x^y), lorsque 
lim x„ = a: et lim j'n = y. 

D’une façon analogue, X.^, ... étant une suite infinie d’es- 
paces JJ*, on convient qu’une suite variable 3„ ~ .(i, X„, ... converge 
(dans l’espace Sl'i X Stj X ...) vers la suite 5 = jS 5*, ••• » lorsque 
pour chaque i, on a lim 3^, = 3', c. à d. lorsque le /-ème terme de 

la suite variable tend vers le /-ème terme de la suite limite. 

Soit 3 = f (t) une fonction qui fait correspondre à chaque 
point / d’un espace T un point 3 du produit cartésien Xi X X^ X ... 
(ou, d’une façon moins générale, du produit X X 9 /). Posons 
g, (/)-= [/(/)!' = la /-ème coordonnée du point 3 =/(/). 

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f{t) 
soit continue au point t est que chacune des fonctions gi(t), / = 1, 2, ... , 
soit continue en ce point. 

Car, étant donnée une suite tp /j, ... convergente vers /, 
l’égalité /(/) = lim/(/„) signifie que, quel que soit / = 1,2, ... , 

n ■■■ 00 

l'égalité [/ (/)]' = lim [/ (/,;)}' est remplie. 

V. Exemples fondamentaux des produits cartésiens. 

1 . ; > désignant l’intervalle 0 •< a: < 1, 'c. à d. le produit 

cartésien de n facteurs identiques à 9, est un cube à n dimen- 
sions. 9**» est l’ensemble de toutes les suites infinies extraites 
de l’intervalle 9 ‘). 

2. X désignant un espace composé de deux éléments, considé- 
rons l’espace C ~ X^". Chaque point de l’espace C est donc une 
suite infinie composée de deux éléments. Désignons ces deux 


’) On prouve facilement que l’espace 9^” est homéomorpbe au „cube 
fondamental de Hilhert‘‘ (.Fundamentalquader*), composé de toutes tes suites 
3 = JÙ), 50 ), ... , où et où la distance de deux suites j et 9 est, par 

ert, G»tt. Nachr, 1906, 

p. 200 et 439. 


définition, égale à 




t){0)s. Cf. D. Hilb 
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VII. Rapports aux espaces de Hausdorff. Dans un es- 
pace ayant pour terme primitif la notion d’entourage ouvert (§ 7, 
III) on admet que le point p est la limite de la suite Pt,p ,, ... lors- 
que, pour chaque entourage U de p, il existe un indice à partir du- 
quel on a p„ s. U. Les axiomes A — D de M. Hausdorff impli- 
quent les conditions 1“ — 3". 

En effet, on voit d’abord qu’une suite ne peut avoir deux 
limites différentes p et q, car il existe, en vertu de D, deux en- 
tourages t/ et V Ae p ei q sans points communs. Les conditions 
1* et 2“ étant évidentes, supposons pour prouver 3® que la suite 
... ne converge pas vers p‘, cela veut dire qu’il existe un 
entourage U de p et une sous-suite Pk„Pk,.— qui est située en 
dehors de 17; par con.séquent, aucune suite extraite de celle-ci ne 
pourrait converger vers p, c. q. f. d. 

Dans les espaces de Hausdorff, on définit la fermeture X d’un 
ensemble X comme composée de tous les points p tels que chaque 
entourage de p contient des points de X (§ 7, III). Nous allons 
démontrer que cette définition est d’accord avec celle adoptée au 
§ 14, IV, d’après laquelle p ^ X, lorsque p est un point-limite d’Une 
suite de points extraite de X, c. à d. lorsque, quel que soit l’en- 
tourage U de p, tous les points de cette suite à partir d’un cer- 
tain indice appartiennent à U. 

Supposons, en effet, que chaque entourage de p contient des 
points de X. Soit la suite d’entourages de p mentionnée dans 
l’ax. E. D’après B l’ensemble Uy - Uj,- ... • U„ contient un entourage 
de p et celui-ci contient par hypothèse un point p„ de X, d’où 
p„^ X- Uy‘ ...■ Un, Soit 17 un entourage arbitraire de/?. D’après 
l’ax. E, il existe un «o tel que f7„„ CI U, de sorte que, pour n > «o, 
on U p„t U y- ... • Un C Un. c U. Donc p — lim p,, . 

Inversement, si /? — lim /?« où /?« £ A' et si U est un entourage 
de p, on a, pour n suffisamment grand, p„s U, d’où UX 0. 

On voit ainsi que tous les théorèmes concernant l’espace £* 
sont applicables aux espaces de Hausdorff. 

§ 15. Espaces métriques. 

I. Définitions. Un ensemble est dit- espace métrique, lors- 
qu’on a fait correspondre à chaque couple x,y de ses éléments 
un nombre réel ; -v — y i , dj^^ur distance, assujetti aux conditions: 
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(i) l'égalité j x — y j — 0 équivaut à l'égalité x ~ y, 

(ii) 1 X — y I + ; x ~ Z I >- \y — Z (loi du triangle) ‘). 

En substituant dans (ii) respectivement _y et JC à z, on en 
conclut que |jt— _y|>0 et que = !j' — a:| , de sorte que 

la distance est une fonction non négative et symétrique par rap- 
port aux deux variables -). 

Un ensemble est dit sphère ouverte (sphère fermée) de cen- 
tre P et de rayon r, lorsqu’il est composé de tous les points x 
tels que \p — x\< r (tels que \p — x \ r). 

Un espace ayant la fermeture pour notion primitive est dit 
métrisable, s’il est possible d’y définir la distance de façon que 
les conditions (i) et (ii) soient vérifiées et que l’ensemble X se 
compose des tous les points p tels que chaque sphère de centre p 
contienne des points de X. 

Remarque. Si l’on remplace la condition (i) par i -v — Jc | => 0 
(de sorte que la distance entre deux points différents ne soit pas 
nécessairement ^ 0), on peut décomposer l’espace en sous-ensem- 
bles disjoints, en rangeant dans un même sous-ensemble tous les 
points dont la distance deux à deux est 0 (on dit dans ce cas 
que les points à distance 0 sont identifiés). La distance entre 
deux ensembles et K de ce genre est définie comme x — y\, 
où X s A" et J/ s K. Le choix des points a: et ^ est indifférent, car 
la condition j x—x' \ — 0 implique j x'—yj • ' j x—x' j + | x—y : = \x—y\. 

On vérifie facilement que les sous-ensembles en question, 
considérés comme des points, constituent un espace métrique. 

Exemples. Le cas le plus simple, dont nous avons emprunté les nota- 
tions, est celui de l’ensemble des nombres réels, où la distance est définie, 
comme d’habitude, par le module de la différence. D’une façon plus générale, 
l’espace cartésien à n dimensions est un espace métrique, lu distance dos 

points A„...,.v„ et y, y„ étant égale à ^ (x, — y,)'' -j- ... + (a-„ — y„y. 


') La notion est due à M. F r é c h e t. Rend. Cire. Mat. di Palernio 22 
(1906), p. 17. Le terme .espace métrique* provient de M. Hausdorff, Grund- 
p. 211. Pour la définition du texte, voir M. Fréchet, Relations entre 
les notions de limite et de distance, Trans. Amer. Matb. Soc. 19 (1918), p. 54 et 
A. L i n d e n b a U m. Contributions à l'étude de l’espace métrique /. Fund. Matb. 
8 (1926), p. 211. 

*) Pour les espaces munis d’une «distance’’ non symétrique, voir W. A. 
Wilson, On qiiasi-metric spaces,. Amei. Journ. of Matb. 5S (1931), p. 675. 
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La définition de la sphère coïncide alors avec celle de la sphère /z-di*^ 
mensîonnelle, adoptée en Géométrie. 

L’ensemble de toutes les fonctions bornées f\x), 0 < a: <<1, devient un 
espace métrique, lorsqu’on définit la distance entre deux fonctions par la 
formule |/, — /j ‘ max \fy(x) —Mx) [ >). 

L’ensemble des fonctions de carrés sommables avec la distance 

1 

\Â-h\-={j UM)-U{x)]*dxYf 
0 

est un espace métrique, si Von identifie les fonctions qui ne diffèrent que sur 
un ensemble de mesure nulle. 

Un ensemble de puissance arbitraire peut être considéré comme un es- 
pace métrique, lorsqu’on y définit la distance comme égale identiquement à 1. 

II. Relations entre les espaces métriques et les autres 
espaces. Un espace métrique peut être considéré comme un espace 
de Hausdorff (§ 7, III>, lorsque toute sphère ouverte de centre p est 
admise comme un entourage du point p. On vérifie facilement les 
axiomes A — D de M. Hausdorff. L’ax. E est aussi réalisé, Car 
toute sphère ouverte contient une sphère concentrique de rayon 
rationnel. 

On en conclut en vertu de § 14, VII et § 7, III que: 

1" un espace métrique peut être considéré comme un espace £*, en 
convenant que la formule p — \\mpn signifie que lim \ p—pn \ = 0, c. à d. 

«-..se» 

que chaque sphère de centre p contient, à partir d’un certain indice, 
tous les points p„, 

2“ un espace métrique satisfait aux axiomes I — III, lorsqu’on 
convient que la formule p t X exprime que chaque sphère de centre p 
contient des points de f ensemble X. 

3° en admettant les coiwentions 1® et 2®, la condition p e. X équi- 
vaut à l’existence d’une suite pj, p,, ... extraite de X et convergente 
vers p, 

4® pour que p soit un point Intérieur de X, U faut et il suffit 
que p soit ie centre (tune sphère contenue dans X. 


') M. Fréche t, op. cit., Rend, di Falermo, p. '36. Cette définition de 
la distance entre les fonctions renionte (d’aprè8 M. Fréchet)à Weiér* 
strass. Voir aussi plus loin N® VIH. 
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III. Diamètre. Continuité. Oscillation. Le diamètre d*un 
ensemble A", en symboles: ^ est la borne supérieure dés distan- 
ces de ses points. Si ^ {X) est fini, l’ensemble X est dit dor/i^. 

On établit facilement les propositions suivantes: 

(1) (5 {X) — 0} = {>V est vide ou se compose d'un seul point) 

(2) si XC Y, on a Ô(A')<S(K) (3) 8(.Y) = S(;ir) 

(4) si XY:^0, on a S(X+ y)^Ô(X) + S(y). 

Si l’on transforme un espace arbitraire Sï en un espace mé- 
trique ‘2/, la condition de continuité de la fonction f{,x) au point p 
(cf. § 13, n (3)) peut être exprimée de 'cette façon: à chaque €>0 
correspond un entourage E de p tel que la condition xt E entraîne 
l'inégalité \f{x) — f{p) | < e. En admettant que e est de la forme 
1/n, cela veut dire qu’il existe une suite d’entourages fn de p 
tels que lim 8 [/ (£„)] = 0. Ainsi, G„ désignant la somme de tous 

les ensembles ouverts O CI SV' tels que 8[/(0)|<l/n, l’ensemble 
C = Gi' Gj • ... constitue l'ensemble des points de continuité dé la fon- 
ction f; c'est donc un G$. 

Nous allons généraliser cet énoncé, en introduisant la notion 
d’oscillation (qui permet de ^mesurer” la discontinuité). Notam- 
ment, étant donnée une fonction f(x) définie aux points x d’un sous- 
ensemble A de SV, on appelle oscillation de f dans un point p (qu’il 
appartienne à A ou non) la borne inférieure des nombres 8 [/(£')] 
où E désigne un entourage variable du point p. En formule: 

O) (p) = min S [/(£)]. 

Ainsi par ex., pour f(x) = sin l/x, on a œ (0) = 2. 

Evidemment, si p n’appartient pas à A, on a («(p) = 0, car pour 
£■—1 — ? l’ensemble /(A) est vide, donc 3 (/(£)) = 0. 

En attribuant à G» le même sens qu’auparavant, on voit 
aussitôt que Gn est l’ensemble des points où l’oscillation est <1 //î. 
Par conséquent l'ensemble des points où. l'osclllatiôn s'annule est 
un Oi (c’est prépisément l’ensemble C). Enfin A C étant l’en- 
semble des points de continuité de la fonction /, cet ensemble est 
un Girelat^ à A. 

Il est à remarquer que dans le cas où les deux espaces ^ étCÿ 
sont métriques, la' condition de continuité donnée au début de 
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ce N* peut être exprimée dans sa forme classique: à chaque e > 0 
correspond un S > 0 tel que la condition |x-;7j<5 entraîne l’iné- 
galité \f(x)-f{p)\ < € (la sphère de centre p et de rayon o 
remplace ici l’entourage E). 

IV. Ecart de deux ensembles. Sphère généralisée. 

L'écart des ensembles A et B. en symboles: p {A, B), est la 
borne inférieure des .distances \x — y\ pour x parcourant A et 
y parcourant B (les ensembles i4 et 5 sont supposés non vides) ^). 

On a les formules suivantes: 

(1) P(x,y) = \x-y\ (2) p(A,B)=^ p(A,B) 

(3) {p (X, A) - 0} {xtA} (4) p (A, C) < p (A,B) + p (B, C) + 5 (B) 

(5) la fonction ç)(x, A) est, pour A fixe, une fonction continue de x. 

Pour prouver la dernière proposition, considérons deux points 
X et x' tels que | jc — a:' : < c. Soit a z A eX j a: — a | < p (a:, i4) + €. 
Il vient p (a:', A) < | a:' -- n | < p (jc, /I) + 2 c, d’où la continuité de p. 

Une sphère généralisée ouverte de rayon r et de centre A (sup- 
posé non vide) est, par définition, l’ensemble de tous les points x 
tels que p(a:, i4)<r. En remplaçant < par •<, on parvient à la 
définition de la sphère généralisée fermée. 

La fonction p (a:, A) étant continue et l’ensemble des nombres 
réels < r étant ouvert, la sphère généralisée ouverte est en effet 
un ensemble ouvert (cf. § 13, IV); de même la sphère généralisée 
fermée est un ensemble fermé. On voit, en outre, que la sphère 
généralisée ouverte est la somme des sphères ouvertes de rayon 
r et de centre appartenant à A. 

D’après (2) on n’altère pas la sphère, en remplaçant A par Â . 

A étant un ensemble fermé et désignant la sphère ouverte 
de centre A et de rayon l/w, on a 

(6) A = flSn. 

n-^l 


*) M. H a 11 8 d O r f I désigne l’écart par o (4, B) et le diamètre par d (A). 
Voir Mengenlehre, p. 145. 
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Donc, chaque ensemble fermé est un Gi ') et, par raison de 
symétrie, chaque ensemble ouvert est un F,. 

V. Transformation limitative -). Chaque espace métrique est 
homéomorphe à un espace borné. 

Définissons, en effet, une «nouvelle distance” par la formule 


il JC -y 




1 + j AT-y j 


La distance |j jc — y || satisfait aux axiomes (i) et (ii), qui défi- 
nissent la notion de l’espace métrique. En effet, l’égalité || x— y | ~ 0 
équivaut à l’égalité | x — y | = 0. On a en outre; 


l:x— y I! + .|x — ' -f- 1 '*^ 

1 -t-jx— yi-fix — 2:| l-f-ix— y H-|x — 21 


. 1 

l + |x-yi-t-ix- 2 i 1 


1 


-!|y-2!|. 


; X -y : 4- j X — 2 1 


1 ■+• 




Les deux espaces métriques, l’un métrisé par la distance |x— y | 
et l’autre par 'jx— yj!, sont homéomorphes, c. à d. que l’on a l’équi- 
valence {lim ! x„ — y I = 0} - {lim | x„ — y j| — 0}. 

Cela résulte directement du fait que la fonction u — ^ est 

l+t 

bicontinue dans le domaine des nombres non négatifs. 

Enfin le diamètre de l’espace est ' 1 (relativement à la di- 
stance j X— yll). 


VL Métrisation du produit cartésien.’ Soient iX et JJ deux 
espaces métriques. D’après § 14, IV, le produit cartésien “X X JJ 
de ces espaces se compose de tous les couples (x,y) où x»‘Y 
et y e 9/, la limite étant définie par la convention que la suite 


') C’est une propriété importante des espaces métriques, qui est con- 
sidérée par certains auteurs comme axiome topologique. Voir .propriété ''J'“ 
chez P. U r y 8 O h n, Math. Ann. 94 (1925), p. 286. 

’) Cf. .Schrfinkungstransformation" chez M. H. H a h n, Théorie der reel- 
len Funktionen /, Berlin 1921, p. 116; cf. aussi R. B a ire, Acta Math. 30 (1906), p. 6. 
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= converge vers i = (x,y), lorsque lim Jf« == Jc et 

n^oo /l.tsao 

Le produit 9 l X peut être métrisé par la formule *) 

(1) I J - 8i 1 = V^| 7 - a:,P + 

On voit, en effet, que, pour que 8 == lim jn, il faut et il suffit 

/rsroo 

que lim I s - 3 „ j - 0. 

//r5;c<. 

Soit, d’une façon plus générale, %, i = 1, 2, ... , un espace mé- 
trique de diamètre < 1 (cf. N®V). L’espace SïiXSl',X... se com- 
pose de points j -- [8*, 8‘, •••] » le point 8n tendant vers 8, lorsque la 
i-ème coordonnée de tend vers ta /-ème coordonnée de 8. On pose 

(2) l8--')i-I’2-'i8'-i)'i-). 

(■==1 

La distance ainsi définie satisfait aux conditions (i) et (ii), 
car l’équivalence {| 8 ~ ') I — 0} {8 ~ ')} est évidente et la règle du 

triangle résulte de la formule 

1 8 - 1 ) I -f 8 - 1 » i = E" 2 '■ [j 8'' - «' i + i 8' - ni' I] > E 2-' 1 1 )'' - ut'’ ; = 1 1 ) - m |. 

l:~l i-l 

Il s’agit de prouver que, pour que 8 = lim 8», il faut et il 
suffit que lim i8 - 8" i ~ c- à d. que l’on a l’équivalence; 

{lim 1 8 — 8« ! ~ 11} Oiin 1 8^ — 8« I = 0, quel que soit /}. 

ft : :.X.. n - 

Or, la condition limj8 — 8ni = 0 entraîne pour chaque i 

ri:~^ 

lim j 8' — 8}i i = 0, car 1 8’ — 8« ' <’ 2' 1 8 — 8» !• Supposons que, inver- 


‘) IJ y îi bien d’autres définitions de distance qui peuvent être ad- 
mises. Ainsi par ex. rien ne change an point de vue topologique» si on admet 
comme la distance des points 3 et j, le plus grand des deux nombres ! a* — x, i 
et \y — yi j ou bien la somme de ces nombres. 

Si Tou ne fait pas l'hypothèse que 5 (-^ j) < 1, 011 pose 





Cf. h\ formule de M. F r é c b e t, Espaces abstraits, p. 82 . 
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sement, lim i j' — = 0 , quel que soit /. Soit, pour uu €>0 donné, 

c>o 

/w un entier positif tel que 2”” < e. Soit j un èntier tel que l'on 
1 5* ~ S» l , i j” — J» ; < €, pour tout n > /. En tenant 
compte du fait que [$' — j!, | < 5 (iY/) < 1, on en tire l'inégalité 

m 

i K 2-'- i , 5 ' - 5«H- . i: 2-' < 2 c, d'où lim j 5 - ,v i - 0- . 

1—1 /|t,r,r;00 

La distance \x — y'^, considérée comme fonction de la variable 
i — {x,y), est continue. Soit, en effet, a = (a, un point donné 
et posons j 3 — n | < €. 11 vient | j: — a j 1 5 — n j < c et i_y — é | < c. 
Par conséquent 

\x — y\ — a.-\-\a — b\->r\b — y\<\a — b\-\-2e. 
et 

\a — b\^^C\a — x\-^\x — y\-\-\y — b\<\x — y\ + ‘J!.c., 
donc — J/ j — i a— b |; < 2 c, d’où la conclusion demandée (v. N" III). 

VII. Distance de deux ensembles fermés. Espace 

Nous désignons par le symbole 2'^ la famille de tous les en- 
semblés fermés, bornés et .non vides, situés dans l’espace mé- 
trique X. La notion d'écart entre les ensembles ne peut servir 
à métriser cet «espace”: en désignant, par ex., par A l’ensemble 
composé du nombre 0, par B l’intervalle 1, 2 et par C l’ensemble 
composé du nombre 3, on constate que l’écart ne satisfait pas 
à la loi du triangle (en outre, l’écart s’annule pour tout couple 
d’ensembles qui ont des points communs). Or, admettons la «mé- 
trique” suivante *): /a distance de deux ensembles A et B. en sym- 
boles: dist {A, B), est le plus grand des deux nombres: 

max P (JC, B) et roax p (y. A), 

xzA; 

L'ensemble 2-'^ est un espace métrique (relativement à la no- 
tion de distance ainsi définie). En effet, on voit aussitôt que 
pour avoir dist (/l, B) = 0, il faut et il suffit que A == B. 

Quant à la loi du triangle, on a pour xs A et y e B (N" IV (4)): 


') P. Haosdorif, GrundtUge 4e.r Mengenleàre,Chap.yiUi § Ct &utid 
D. Pompéju, Ann. de Toulouse (2) 7 (1905). 
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f» {x, C) < \x~-y i + P (^, C)< ! X -y I + dist 
d’où P {x, C) < min ]x — y \ + dist {B, C) = p {x, B) + dist (B, C) < 

yiB 

< dist{/l, B) + dist (5, C) et par raison de symétrie, pour zsC: 
p(2,>l)<dist(fi,>l)+dist(B,C), donc dist (/l,C)<dist(fi,i4)+dist(5,C). 

Observons, en outre, que: 

(1) |a-ù|=--dist((a),(ù)J, 

(2) {di8t(.4,i3)<c}.^{/lC-^e(fi)}{5C/?cM)}. 

/?e (A") désignant la sphère fermée de rayon c et de centre X. 

VIII. Espace fonctionnel. X et -J/ étant deux espaces mé- 
triques donnés, considérons, dans la famille des fonctions y = f(x) 
qui transforment l’espace :ï (tout entier) en un sous-ensemble de 
l’espace \i/, les fonctions bornées, en entendant par fonction bornée / 
une fonction telle que l’ensemble des distances \ f{x)—f{x') \ est 
borné lorsque x et x' parcourent iX. La famille des fonctions bornées 
peut être considérée comme un espace métrique lorsque la distance 
de deux fonctions est définie par la formule 

(") fi-A\ = max j/i (x) - /s (x) I . 

.v;.V 

En effet, d’abord la distance ainsi définie est toujours finie, 
car x' étant un point fixe, on a 

\MX) -Mx)\ ■ : \Mx)-A{x')\ + \A(x')-fAx')l + fAx’)-fAx)\. 

Comme, en outre, la condition l/i — />! = 0 équivaut évidem- 
ment à l’égalité /, ~ /j, reste à vérifier la loi du triangle. Or 
i A - A i + ! /i - A i = max I {x) - f, (.V) I + max | A (x) - A : > 
: V max {\fi{x)-fAx) -f \fAx)-Mx)\} ' max i A(-x)-A(-«) i = iA-A i • 

Par définition de la convergence dans les espaceé métri- 
ques, une suite de fonctions A converge vers / dans l’espace fon- 
ctionnel considéré, lorsque lim fn—f\=0, c. à d. lorsqu’à cha- 
que e > 0 correspond un n (c) ttd que l’on ait, pour n> n (c), 
max fn{x) - - f{x) < e, donc que fnix) —f(x) ! < c, quel que soit x. 

On voit ainsi que la convergence entendue dans le sens de 
la formule (") coïncide avec la convergence uniforme entendue dans 
le sens habituel. 
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IX. Espaces totalement bornés. Un espace est dit totale- 
ment borné, lorsqu'il se laisse décomposer pour chaque c > 0 en 
un nombre fini d’ensembles de diamètre < c *)• 

Pour qu'un espace soit totalement borné, il faut et il suffit 
qu'à chcujue €>0 corresponde un ensemble fini tel que />)<£, 
quel que soit x. 

En effet, l'espace étant supposé totalement borné, on a 
!=/!? + ... + , S (i4?) < ‘/rt pour i ■ : k„. 

Soit pi un point choisi de A". L’ensemble composé de 
points pi , ... ,pk„ est l’ensemble demandé (pour c > V«)- 

Inversement, Fe/j étant un ensemble satisfaisant à la condition 
du théorème, le système des sphères de rayon c/j et de centre ap- 
partenant à Ft!.^ présente le recouvrement demandé de l’espace. 

La condition qui vient d’être établie peut s’exprimer à l’aide 
de la notion de distance des ensembles (N* VII) comme suit: l'es- 
pace est la limite d'une suite d'ensembles finis (notamment de la 
suite F^, F„^, ... , ..). 

Cela résulte aussi du théorème suivant: .V étant totalement bor- 
né, 2"' l'est également. Pour prouver ce dernier théorème, envi- 
sageons l’ensemble F^, considéré auparavant; soit //],«, ... , //*,* le 
système de tous les sous-ensembles de F^. A chaque ensemble 
fermé X faisons correspondre l’ensemble Hi,^ des points p de Ft tels 
que ^{p, X)<v, il vient dist (A', //,,e) < e. 

L’espace 2"'^ est donc totalement borné. Il est aussi séparable, 
puisque d’une façon générale chaque espace totalement borné est 
séparable (pour démontrer le dernier énoncé, on n’a qu’à considé- 
rer l’ensemble des points p", n = 1, 2, ... , / • ' k„, définis auparavant). 

Remarques. 1. Dans un espace métrique arbitraire, à chaque e>ü, cor- 
respond un ensemble fermé et isolé (fini ou infini) tel <|ue p (x, F^) < c, quel 
que soit -v. Rangeons, en effet, tous les points de l’espace en une suite trans- 
finie po,p„ ... ,p Posons p — Po et d’une façon générale, pour y > 0, «oit 

P le point à indice minimum tel que \p -— /? > quel que soit Ç< t 

«Y ®Y ' 

(bien entendu, si un point p^ de ce genre existe). est Tensemble des p^^ . 
é' Y ^ ‘T 

2. Considérons comme l’espace îX la courbe y sln 0 < x - " 1, la dis^ 
tance de deux points p et q étant définie comme égale au diamètre de l’arc pq. Cet 

*) F. H a U 8 d o r f f, Mengenlehrey p. 108. 
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espace est évidemment séparable et.borné (même complet), mais n’est pas tota- 
lement borné. La famille de ses sous-ensembles situés sur l'axe des abscisses est 
indénombrable et la distance entre deux éléments ciuelconques de cette famille 
dépasse l’unité; par conséquent cette famille et, à plus forte raison, l'espace 
2'^ est non séparable. 

11 est remarquable que la courbe v\ peut être transformée par homéo- 
morpbie (notamment par projection sur l’axe des x) dfe façon que l'espace 
2^ devienne séparable. 

On voit ainsi que les propriétés topologiques de l’espace 2^' ne sont 
pas nécessairement des propriétés topologiques de l’espace Cela tient! au 
fait que la définition de l'espace 2^ n’a pas été topologique. 

X. Produits cartésiens des espaces totalement bornée. 

Soit une suite (finie ou infinie) d’espaces totalement bor- 
nés et tels que o (;.)',•) <1, Nous allons prouver que leur produit 
cartésien, métrisé par la formule {2) du N® VI, est totalement borné. 

Soient e > 0 et t un [entier tel que 2“’<e/2. Pour chaque 
i) existe par hypothèse un système fini de points; rn, ... , ri^^ tels 
que chaque point de l’espace .V/ se trouve situé à une distance < c/2 
d’un point appartenant à ce système. Soit, pour «/>/, r„ un point 
arbitrairement choisi de .V„. 

Considérons, pour / fixe, le système fini des suites de la forme 
>) -= ('•.y, » '' 2 /,, - . n+x , r/ 4 . 2 , ...] où ;i < Al, ... , yV < A/ . 

Etant donné un point = [jf,, j:,» - -J de l’espace ST, X ITj .X ... , 
il existe, pour / < i, un point ry^ tel que — x:/ 1 < c/2, d’où 




42 - 


' I rij, - X, '+ E 2 " \r„-x„ 


€ , € 

< 2 J 


€. 


L’espace Sl'i ,X SV, X ... est donc totalement borné. 

L’intervalle .7 — 01 étant manifestement totalement borné, il en 
est donc de même du cube n-dimensionnel D", ainsi qüe de 


XI. Transformations continues des espaces métriques 
en poiy topes. Citons d’abord quelques notions qui se rattachent 
à la Topologie combinatoire. 

Po, ... étant un système de points situés dans un espace 
euclidien, on appelle 5/mpfejfe (géométrique ouvert) p»,.. p„ l’en- 
semble des points p de la forme: 
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(1) P ~\lPo "h ~l* ’^nP» QU Xj -j* ... -}- Xn = 1, 9 ^ X,', / sa 0, 1, ... y tlf 

les pointa p et pi étant considérés comme des vecteurs 

Les coefficients X^, ... , X„ portent le nom des coordonnées ba- 
rycentriques du point /; relatives aux points jC,. ••• ../>«’)• Chaque 
simplexe de la forme est dit face du simplexe jbg ... / 7 n. 

Les faces ^O'dimensionnelles”, c. à d. les points Pa,...,Pn s’appel- 
lent sommets du simplexe. Evidemment, S désignant le simplexe 
p^ ... Pn, S est la somme de toutes les faces pi.-.p/^ et se compose 
parsuite de tous les points/? satisfaisant à la condition qui s’obtient 
de (1), lorsqu’on remplace l’inégalité 0 < X, par 0 -< X,-. On peut 
aussi définir S comme le plus petit ensemble convexe contenant 
les points /?o, ... ,/?«. 

Si l’on a une relation de la forme ( 1 ), on dit que p dépend 
linéairement des points /?o, Un simplexe dont les sommets 

sont linéairement indépendants les uns des autres est dit simple; 
dans le cas contraire il s’appelle singulier. Un simplexe simple 5 
à « -f - 1 sommets est dit n-dimensionnel; ainsi, en particulier, 
si n — 0 , 5 se réduit à un seul point, si « = 1 , le simplexé poPi 
est un segment rectiligne sans extrémités, si « — 2, P 0 P 1 P 2 est 
l’intérieur d’un triangle etc. 

Théorème *). Etant donnés un système de points p„,..., p„ d'un 
espace euclidien et un espace métrique IX décomposé en n + t en- 
sembles ouverts: 

( 2 ) = + + 

il existe une fonction continue y — f{x) qui transforme l'espace SY 
en un sous-ensemble de la fermeture S du simplexe S ~ p^ ... pn de 
façon que l’on ait, quel que soit le système d'indices 4 , ... , : 

(3) f{Gi,-...G^^--ZOi]CPi,-Pi,, 

*) Etant donnés dans respace à k dimensions deux vecteurs /?= (jt,, ... , x^y 
et (y„ ... la somme p + r est par définition le vecteur (Xi +yu — » 

X étant un nombre réel, on pose Xp =s (Xjf„ ... , Xjr^). 

Le point p est bien le centre de gravité du système des points 
Po» P/i* 1^ point pf est porteur de la masse X^. 

») Cf. P. AUxandroff, C. R. Paris 1 183 (1928), p. 840, Math. Ann. 
98 (1928), p. 635, Ann. of Math. 30 (19^)* p. 6 , ainsi aue ma note Sur un ihé- 
crème fondamental concernant le nerf d-un système d'enSèmbles, Fund. Math> 20 
(1933), pp. 191—196. 
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OÙ la sommation s'étend à tous les indices i qui n'appartiennent 
pas au système , 4 - 

Poson.s Fi ~ CV — Gi. Convenons que, pour F= 0, p (at, 1 
quel que soit x. L’égalité p (x. Fi) — Ü équivaut donc à la formule 
xsFi. En outre, la somme P (x, F^) + ... + p (x, F„) ne s’annule 
jamais, car elle ne pourrait s’annuler que si tous ses somman- 
des s’annulaient, mais alor.s x n’appartiendrait à aucun Gi, con- 
trairement à (2). 

La fonction >.,(a:) qui suit est donc finie et continue: 

Ux)= 

P (x, /^o) + ... + P (x, F n) 

Or, soit f (x) }.„(x) ■ p„ + ... + ).„{x) ■ p„. L’égalité évidente 

K(x) -f ... + K(x) = 1 implique que f(x) est le point de 5 ayant 
les nombres ).o(x), ... , À/,(x) pour coordonnées barycentriques. L’es- 
pace -V se trouve ainsi transformé d’une manière continue en un 
sous-enstimble de 6’. 

Afin d’établir l’inclusion (3), considérons un point x tel qu’on 
ait X s Gij pour 0 j k et x non-t Gi pour / # 11 vient 
X Fi J et X s Fi, d’où p (x, /v^) 0 et p (x, F,) ~ 0, par consé- 

(luent >./y(x) -/-■ 0 et X,(x) - ü, ce qui implique finalement que le 
point /(x) appartient au simple.\e /?/,... p,>,. 

Corollaire. Dans le cas où le simplexe S est simple, l'inclu- 
sion (3) peut être remplacée par l'égalité 

(+) Gi„ ■ ... ■ Gi^ - Gi / ’(p,„ ... pii) ‘). 

l4:/y 

Car les faces d’un simplexe simple sont deux à deux disjointes. 

XII. Nerf d’un système d’ensembles. Etant donnés un 
système de points linéairement indépendants ... ,pn (dans un 
espace euclidien) et un système d’ensembles arbitraires Go, ... , G,i, 
on dit que le complexe formé de tous les simplexes />/„... tels 
que Gi, ■ ... ■ Gi^ -i- 0 représente le nerf du système des ensembles 

') Le membre gauche de cette égalité est nommé, d’après G. B o o 1 e 
(en Algèbre de la Logique), .constituant de runivers du discours ;V relatif au 
système (},„ ... , G„“. L'univers du discours se décompose en constituants; les 
eonstitiuuits sont disjoints deux à deux. 
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considérés^). Soit P le polytope-somme des simplexes 
en question. La fonction f considérée dans le théorème précédent 
transforme Pespace :t en un sous-ensemble de P, car en vertu de 
l’égalité (4) la condition (/,•/... • ^ 0 entraîne / — 0, 

ce qui veut dire qu’aucune valeur de la fonction / n’appartient 
au simplexe pi \, ... pi^. 

IJ est à remarquer que eliaque sous-ensemble d’un simplexe simple se 
laisse transformer d’une fa^pn continue en un polytope-somme de certaines 
faces du simplexe sans qu’aucun point ne quitte la fermeture de la face 
à laquelle il appartenait *). Par conséquent, si / (A) est ce .sous-ensemble et 
g(p) en désigne la transformation en question, la fonction superposée 
fi{x)~gf{x) satisfait à la condition Pi (li • ... - 


§ 16 . Axiome IV (de séparation). 

I. Axiome IV ’). A et B étant deux ensembles fermés et dis- 
joints, il existe un ensemble ouvert ü tel que A C2 O et G B = 0. 

L’espace considéré dans ce § est assujetti aux axiomes 1— IV. 

II. Systèmes semblables au sens combinatoire. Deux sy- 
stèmes finis d’ensembles A^ A„ et /î,, ... , B„ sont dits sembla- 

bles au sens combinatoire % lorsqu’on a l’équivalence 

{Ai,-... Ai,r^ty) {B>,-... Bi, 0 }, 


■) Voir P. Alexandroff, C. R. Paris t. 184 (1927), p. 817. Cf. la no- 
tion de , polyèdre réciproque" de H. Poincaré, Complémrnt à l'analysix xititx 
§ VU, Kendic. di Palermo 13 (1899). 

Voir ma note citée, Fund. Math. 20, p. 193. 

Cf. H. Tietze, Beitràge ziir allgemeinen Topologie !, Math. Ann. 88 
(1923), p. 301. L’axiome IV est aussi appelé de „normalité“. M. F. (fech 
appelle parfaitement normal un espace topologique où, outre l’ax. IV, l’axiome 
suivant est réalisé: chaque ensemble fermé est un (cf. § 15, IV). En vertu 
du théorème du N^IV de ce §, les espaces parfaitement normaux présentent 
une généralisation des espaces métriques. Comme le prouve M. Ce ch (v. par ex. 
Sur la dimension des espaces parfaitement normaux, Bull. Acad. Bohème, 1932), 
un grand nombre de propriétés Importantes des espaces métriques restent 
valables dans les espaces parfaitement normaux. 

^) d’après P. Alexandroff, Annals of Math. 30 (1928), pf XQ. 
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quel que soit le système d’indices ««); autrement dit, lorsque 
le même complexe «représente le nerf" des deux systèmes (§ 15, XII). 

Théorème ‘). Etant donné un système fini d'ensembles fer- 
més F ^, ... , Fn, chaque Fi{l < / < n) est contenu dans un ensemble 
ouvert Qi tel que le système C)j, ... , G„ est semblable au sens com- 
binatoire au système donné. 

Considérons, en effet, tous les produits de la forme Fi\-... Fi,^ 
où Fi-Fi,- ... Ft^ — 0. Soit S leur somme. L’ensemble 5 étant fermé 
et disjoint de Fi, il existe d’après l’ax. IV un ensemble ouvert 
G, tel que F^ CI Gi et Gi - S — 0. Nous allons prouver que le sy- 
stème G„ F^, ... , Fn est semblable au système F^, F^, ... ,F„. 

Considérons à ce but un produit vide dont les facteurs 
appartiennent au deuxième . système; il s’agit de montrer que le 
produit des facteurs correspondants du premier système est 
également vide. On peut évidemment se borner au cas où F^ se 
trouve parmi ces facteurs. Le produit considéré est alors de la 
forme • F,, • ... • /^^ = 0. Il en résulte que F,/... d 5 et comme 
G, • 5 = 0, il vient C?, • F/, • ... • F,,^ — 0. 

Ceci établi, procédons par induction. Nous supposons que 
le système Fj, ... , F„ est semblable au système Gi, ... , d*_i, F*, ... , F„, 
où Fl (2 Gi, ... , F/i idG*- i. Il existe alors, comme nous ve- 

nons de prouver, un ensemble ouvert G* tel que F* d Gu et 
que le système ô,, ... , (h u F*, ... , F„ est semblable au système 
dj, ... , Gk 1 , G*, Fft-(.i, ... , F„. Ce dernier est donc semblable à 
F,, ... , Fn, puisque la propriété d’être semblable est transitive. 

Le théorème est ainsi démontré complètement. 

Corollaire. Etant donné un système d’ensembles ouverts G,, ... , G„ 
tel que 1 = Gj + ... -J- Gn, U existe un système d’ensembles çuverts 
fil , ... , fin tel que 1 --- fii + ... -h fin et Ht d 

En appliquant le théorème précédent aux ensembles Fr = 1 “ G;, 
on en déduit l’existence des ensembles ouverts Vt tels que F, d 
et que V, • ... • V„ — 0. Posons Ht — 1 — V/. Il vient Ht = 1 — K/d 
d ï - K = 1 - K/ d 1 - F = G, et //i -I- ... -f Ff„= 1 - ( Vi • ... K,)- 1. 

3 Cf. W. Hurewlcz, Math. An||v 100 (1928). Ce théorème présente 
•une généralisation de l’ax. IV. 
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III. Transformation de l’espace en ensemble linéaire. 

A et B étant deux ensembles fermés et disjoints, il existe une 
fonction f {x) continue , définie sur espace SV tout entier et telle que 

0 < f{x) < 1, f{x) -= 0 pour xt A, f{x)=^\ pour xt 

Au préalable, faisons correspondre à chaque fraction de la forme 
r = kl2" (ft = 0, 1, ... , 2") on ensemble ouvert G (r) de façon que 

1» 4CG(0), :T-.6 = V/(1), 

2® la condition r < r' entraine G (r) Cl Ci (r’). 

Nous procédons par induction .suivant l’exposant n. En iden- 
tifiant G (0) avec l’ensemble G de l’ax. IV, les conditions 1" et 2“ 
se trouvent réalisées pour n = 0. Supposons qu’elles le soient 
encore pour n - 1; il s’agit de définir G pour k impair. Par 

hypothèse (7 ((A - 1)/2''J C Cj f(* -f l)/2'']. U existe donc, d’après 
l’ax. IV, un ensemble ouvert, que nous désignons par G (k/2''), 
tel que G [(k - m'’\CO(k/2") et O (k/2") C G [(k + l)/2’']. 

La fonction G (r) est ainsi définie pour chaque r. 

Posons /(;c)==Ü pour x s G (0) et /(a:)== borne supérieure 
des r tels que x e :\ — G (r) pour .v non-eG(0). D’après 1" 
on a f(x) ~ 0 pour .v s A et f (x) — 1 pour x e. B. 

Il reste à prouver que la fonction / est continue, c. à d. 
(§ 13, Il (3)) qu’à chaque point Xg et à chaque nombre naturel n 
vient correspondre un ensemble ouvert // contenant JCn et tel que 
la condition x s. H entraîne \f (x„) — f (x)\ \/2". 

Soit r une fraction (diadique finie) telle que 

f(x„)<r<f(Xo)+V2"^K 

Posons H— G (r)— (f(r— 1/2") fen convenant que G(s)=0 
pour s<0 et G(s) = 'X pour .s>l]. Or on a d’abord XosH. Car 
l’inégalité f(Xn)<r implique e O (r), tandis que l’inégalité 
r — 1/2"+* < /(JCo) implique x^ s X — G (r — 1/2" ^ ') (3 IV — G (r— 1/2"). 
En outre, l’hypothèse xt H entraîne x e G (r), d’où / (x) < r ; 
comme elle entraîne aussi xe X— G (r — 1/2") Cl^—G(r — 1/2"), il 
vient r — 1/2" </(Jc). Donc 

/(Xo) - 1/2" <f(x) <f(x,) 1/2". 


*) P. U r y 8 O h D, Veber die Màchtigkeit der zusammenhdngenden Mengen, 
Math. Ann. 94 (1925), p. 290. 


C. Kuralow«kl, Topologie I. 
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IV. Rapports à l’espaco métrique. 

Chaque espace métrique satisfait à P axiome IV. 

Nous allons démontrer la proposition plus générale suivante 

(1) A et B étant deux ensembles arbitraires situés dans un eS’ 
pace métrique, il existe deux ensembles fermés A* et B* tels que 

! = /!• + 5*, ACA% A*Br(À+B)==AB. 

Soient, pour A ^ Q ^ B, A* l’ensemble des x tels que 
P {x, A) ■< P {x. B) et fi* celui des x tel que p (x, fi) < P (x, A). 

Les ensembles A* et fi* sont fermés, car, la fonction p (x, A) 
étant continue (§ 15, IV (5)), la fonction p (jc, fi) — p {x. A) l’est 
aussi; l’ensemble E [p (x, fi) — p (JC, .4) >• 0] est donc fermé (§ 13, IV). 

X 

Si xsA, on a p(j;, i4) = 0, donc p(x, i4Xp(Ar, fi), d’où .^sA*. 
De même fi CI B*. Reste à prouver que A* ■ ff’ -{À + B) = Â- B. 

Supposons que xtA*B*. Donc p (x, /l) = p {x, fi). Si, en outre, 
xt À, il vient p {x, .4) = 0 et, comme l’égalité p (x, fi) = 0 implique 
xtB(§ 15, IV (3)), on a A* ■ B* ■ À Q B. d’où A* ■ B* ■iÂ+B)CÂ- B . 
L’inclusion inverse résulte du fait que, si x t À - B, on a 
p (a^, i4) — 0 = p (x, fi), d’où a: e • fi*. 

La proposition (1) entraîne l’axiome IV. En effet, dans l’hy- 
pothèse que .4 et fi sont deux ensembles fermés et disjoints, il 
suffit de poser ü = 1 — fi*. Il vient i4* ■ fi* • (.4 -|- fi) = 0, d’où 
AB* = 0 = BA*. La première égalité donne i4 CI G et la deuxième 
implique en vertu de la formule G = 1 — fi* CI 'l* que G- B=0, 
puisque G Cl A* (21 — B. 

Il est il remarquer que dans le cas d'un espace métrique le théorème 
du lll se laisse démontrer d'une façon plus directe, en posant ^): 

f(x) = 

P (Jf. -4) + P (A, 5) 

Ceci est un cas particulier de Pénoncé plus général suivant *): 


‘) CL L. Vietoris, Fond. Math. 19 (1932), p. 271. La démonstration 
est due à M. W. H u r e w i c z. 

P. U r y s O h n, Math. Ann. 94 (1925), p. 294. 

^) CL W. Hurewica» Mon. L Math. u. Phys. 37 (1930), p. 202. "Comp. 
aussi le théorème du § 15, XL 
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(2) étant donné dans un espace métrique an système de ensembles fer» 

més (non vides) /-q, ... tels qtte Fq • ^ ^ Oy il existe une transformation con» 

tlnue de cet espace en un sous»ensemble d*un simplexe n»dimensionnel (fermé) 
telle que f image de Vi»ème ensemble vienne se placer sur la i»ème face du simplexe. 
On fait, notamment, correspondre à x le point du simplexe dont la /-ème 

P (Jc F ) 

coordonnée barycentrique est égale à 

?(x,Fo)+...+ p{x,F„) 


V. Ensembles séparés. Deux ensembles et K sont dits 
séparés ') lorsque X- Y = X' Ÿ. 

On a les propositions suivantes: 

1. X et Y étant deux ensembles séparés, 1® l'ensemble X- Ÿ 

est non-dense, 2® les conditions V C W(ZY impliquent que 

V et W sont séparés. 

2. A et B étant deux ensembles fermés, les ensembles A — B 
et B — A sont séparés. 

3. Deux ensembles disjoints qui sont tous les deux fermés ou 
bien tous les deux ouverts sont séparés. 

4. X étant séparé de Y et de Z, X est séparé de Y -f Z. 

6. Pour que X et Y soient des ensembles séparés, il faut et 
il suffit qu’ils soient disjoints et fermés dans leur somme. 

6 ^). A et B étant deux ensembles séparés (situés dans un es- 
pace métrique), il existe un ensemble ouvert G tel que AÇ^G et G- B — 0. 
On peut de plus supposer que G est situé dans une sphère géné- 
ralisée de centre A et de rayon aussi petit que l’on veut. 

D’une façon plus générale: 

7. Al, ... ,An étant un système d’ensembles séparés deux à deux 

(et situés dans un espace métrique), il existe un système d’ensem- 
bles ouverts Gi Gn tels que: AiC^Gt et Ai- Àj~ Gr Gj pour l^J 

(ce qui implique en vertu de 1, 1® que les ensembles Gi sont 
disjoints). 


‘) d’après M. Mazurkie wicz, Fund. Math. 1 (1920), p. 66. Cf. dans 
le même ordre d’idées l’ouvrage de M. Knaster et de moi, Fund. Math. 2 
(1921), p. 206, où l’opérateur X-V-^-X' Y, nommé jonction de X et Y, est étudié. 

*) H. Tletze, Math. Àttn. 88 (1923), p. 801; P. Alexandroff et 
P. Urysohn, Math. Ann. 92 (1924), pp. 258 — 266; P. Urysohn, Math. Ann. 
94 (1925), pp. 282—295. 
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Démonstrations-, ad 1) On a X Ÿ=X-Ÿ y+X Ÿ— 

— X Ÿ— Y(2y— Y et l’ensemble Ÿ— Y est un ensemble fron- 
tière (§ 8, IV). On a, en outre, l’inclusion V-W(ZX- Y—0. 
ad 2) A -B CA = A, d’où A- B {B- A) = 0. 
ad 3) Si .4 et B sont fermés, la proposition 3 résulte de 2. 
Si 4 et B sont ouverts, on a (§ 5, III): À - B C AB = 0. 

ad 4) X {Y+Z)^X- Y+X Z=0 et X- Ÿ+Z=X- Ÿ+X Z=0. 
ad 5) Si A' et Y sont séparés, ils sont à plus forte raison 
disjoints; en outre, X — X + X- Y = X-(X + Y), ce qui prouve 
que X est fermé dans X + Y. D’autre part, les conditions XY— 0 
et X {X+ Y)== X entraînent ^ K C = 0. 

ad 6) On considère les ensembles A* et B* du N® IV (1) et 
on pose G = 1 ~ B’ (voir d’ailleurs la démonstration de IV (1)). 
Pour établir le reste de la proposition 6, on remplace G par sa 
partie commune avec la sphère considérée (supposée ouverte). 

ad 7) Considérons d’abord le cas où « = 2 *)• La proposition 6, 
appliquée aux ensembles 4 = 4,-42 et B — A., — Ai (qui sont sépa- 
rés selon 2), entraîne l’existence d’un ensemble ouvert G tel que 

(i) 4, - 4.2 CO et (ii) G • 4, C ^i- 

Kn vertu de la même proposition, appliquée aux ensembles 
42 — G et G — 42, il existe un ensemble ouvert H tel que 

(iii) 42 - G C ^ et (iv) H - G C ^ 2 . 

Les ensembles 4, et 42 étant séparés, on a 4, = 4, — 4, 
et 42 — 42 — 4,. Donc, d’après (i), 4, CI G et d’après (ii) et (iii): 

42 = 42 - 4t C A, - G À, = 4, - G C //, d’où 4, C G N. 

L’inclusion inverse résulte de (iv) et (ii): //• G (C G • 42 d 4r 42. 

Ceci établi, procédons par induction. En supposant le thé- 
orème vrai pour n — 1, il en résulte l’existence des ensembles 
ouverts Gi, ... , G« 2 , fi tels que 

Al C Gi, ... , 4 n— 2 C G/l— 2, An—l -j- An C 

Ai ■ 4y — Gi * Gy, 4| * An — I “H An — G, * fi pour j ^ i n 2. 


') Voir K. M e n g e r, Ergebnisse Math. Koll. 1, Wien 1931, p. 16. 
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D’après ce qui précède, ü existe deux ensembles ouverts H\ 
et //} satisfaisant aux conditions 

An — 1 An C3 ^2» Âfi ■ — Â/i - i ' An • 

Or posons Gn \ = H ■ et Gn — H ■ Le système C/i, 

ainsi défini est le système demandé. Car, pour i K n — 2 on a 

G, Gn-iCOrH Hi == À.- • , + Â„ //, C Ai ■ À„ + À] ■ - Hx = 

~ 'Ài ' An--X ~\~Âi ' An — 1 ' An ^At ’ An—li Gj * d OU * An— l ™ Gi * Gn — 1 

et Gn--\ ■ G„( Hi ' — An~X ' An ( Gn—i ■ On, d OÙ Àn-~l ' An ~~ Gn -l ' On. 

VI. Séparation d’ensembles. On dit que l’ensemble C sépare 
les ensembles A et B, lorsque le complémentaire de C se décom- 
pose en deux ensembles séparés dont l’un contient A et l’autre B. 

Ainsi par ex. la frontière d'un ensemble ouvert G sépare 
chaque couple de points dont l’un est situé dans G et l’autre à 
l’extérieur de G, c. à d. dans 1 — G. Car 1 — Fr (0)=: (î + (1 — G), 

D’après l’axiome de séparation, chaque couple d’ensembles 
fermés et disjoints A et B peut être séparé par un ensemble fermé. 
Car il existe un ensemble ouvert G tel que A (2 G et G - B — 0, 
d’où 5 (3 1 ” O. La frontière de G sépare donc A et B. 

Dans un espace métrique, en raison de V, 6, chaque couple 
d'ensembles séparés peut être séparé par un ensemble fermé. 


§ 17. Axiome V (de la base). 

I. Axiome V O- Il existe une suite R\, /? 2 , ... d’ensembles 
ouverts (non vides) tels que chaque ensemble ouvert (non vide) 
est une somme de certains termes de cette suite. 

Une suite de ce genre est dite base de l’espace. 

Conformément à l’axiome V, si p est un point d’un ensemble 
ouvert G, il existe un indice n tel que p s Rn (Z G. En tenant 
compte de l’axiome IV, cette formule peut être remplacée par 

(1) P ® Rtit Rn CZ 


') Voir F. Hausdorff, Grundzüge der Mengenlehre, p. 263 («daa zweito 
Abzfiblbarkeitaaxlom*). 
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En effet, d’après l’axiome IV (en y posant A—peiB = \ — G), 
il existe un ensemble ouvert H tel que p t H ei H (2 G; il existe 
donc selon l’axiome V un n tel que p & R„(2 H, d’où RnCZ^Cl 
Une conséquence immédiate de l’axiome V est le suivant 

Théorème de M. Linde lof % Chaque famille (indénombrable) 
d’ensembles ouverts {GJ contient une suite (dénombrable) G^ , Gj., ... 

CO 

telle que S = G^. 

n-l I 

Soit, en effet, /?*,, /?*,, ... la suite de tous les ensembles con- 
tenus dans de.s ensembles de la famille {GJ. A chaque indice' k„ 
vient correspondre (en vertu de l’axiome du choix) un indice tn 

tel que R,„C. Donc S R,„ C S C S G., 

/I=l t 

D’autre part, si /; e G,, il existe un indice j tel que p^RjCl G,. 
L’indice j appartenant à la suite ki, k ^, ... , il vient p s .Z" Rk„ d’où 

nr-X 

^ G- C 2 c. q. f. d. 

I nz.-\ 

Le théorèn^ suivant nous apprend qu’en introduisant Tax. V on peut 
en même temps remplacer l’ax. IV par l’axiome de y,régularité^ (p. 65), qui est 
moins restrictif. 

Théorème de M» Ty c h o n off^). Si un espace régulier satisfait aux axiomes 
I, U, /// et V, il satisfait aussi à V axiome IV, 

Soient, en effet, A qï B deux ensembles fermés disjoints. En vertu de 
l’ax. de régularité (et de l’ax. du choix), à chaque point n de 4 correspond 

un ensemble ouvert tel que a tO^ et üa-B = 0. Par conséquent Acü 

atA 

et d’après le théorème de M. L i n d e 1 d f on peut poser ACG^ 4" + ••• 

D’une façon analogue, il existe une suite d’ensembles ouverts | tels 
que + + et4.//,^^-0. 

Posons Ui == C?^ , Vi = — Üi et d’une façon générale: 

Gn - - ( v; -h ... -H - {ü\ + ... -f- 1/„). 


*) C. R. Paris, t. 137 (1903), p. 697. Cf. aussi W. H. Y o ung, Proc. Lon- 
don Math. Soc. (1) 35 (1903), p. 384. 

’) Ueber einen Metrisationssatz von P. Urysohn, Math. Ann. 95 (1925), 
pp. 139-142. 
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Les ensembles ouverts 0 = ^ U„ et H S V„ contleiineut A et B, En 

oo 

effet, comme AcS et A • V Q A • = 0, il vient A C G. D’une façon ana- 

n=:l ^ ^ 

logue B CH, Reste à démontrer que Gli^O^ c. n d. que 1/^ == 0. Or, al 
m <n — 1, on a (par définition de (/„) l'égalité si, au contraire, 

n < w, il vient Un * V'm I^onc en tout cas Un • V^n -- 0. 

il. Rapports aux espaces métriques séparables. 

Chaque espace métrique séparable satisfait à. l'axiome V. De plus, 
€ étant un nombre positif donné, on peut supposer que S (/?„) < e. 

En effet, par définition de l’espace séparable, il existe un en- 
.semble dénombrable 5 dense dans l’espace. Soit /?i, ... la suite 

de toutes les sphères ouvertes ayant pour centre un point arbi- 
traire de S et pour rayon un nombre rationnel arbitraire (que 
l’on peut, d’ailleurs, supposer inférieur à e/ 2 ). 

Soit G un ensemble ouvert et jP e 0. Il existe un vj > 0 tel que 

(i) I a: — P j < Tj entraîne x s G. 

L’ensemble 5 étant dense, il existe un point 5 e 5 et un nom- 
bre rationner P tels que 

(ii) js-p! <P<'n/2. 

Rn étant la sphère ouverte de centre s et de rayon p, 
on a d’après (ii): p e R„. En outre, si xzR„, on a |jc — sl<p, donc 
selon (ii): |a: — p| < | a: — s| -f |5 — p | < ■/), ce qui implique en 
raison de (I) que xtG. Ainsi Rn C O» c. q. f. d. 

Remarques. 1) En particulier, dans un espace cartésien, 
les sphères dont le rayon et les coordonnées du centre sont ra- 
tionnels constituent une base. 

2) Tout espace satisfaisant à Tax, V est séparable. Car, en 
choisissant un point dans chaque Rn, on obtient un ensemble 
dense dans l’espace. 

S) Selon § 15, U, § 16, IV et § 17, II, chaque espace métri- 
que séparable satisfait aÀx axiomes I—V. Nous allons voir qu’au 
point de vue topologique il y a équivalence entre espace métrique 
séparable et espace satisfaisant aux ax. I— V. Nous montrerons 
notamment que ce dernier est toujours métrisablq. 
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III. Conséquences de faxiome V. 

1, Chaque sous-ensemble d'un espace satisfaisant à fax. V 
satisfait également à cet axiome. En effet, A"/?,, XR^, ... est une 
base relative à l’ensemble X, puisque chaque ensemble ouvert 
dans X est de la forme XG, où G est ouvert (dans l’espace 
entier). 

2. Chaque espace satisfaisant aux ax. 1 — V est un espace de 
Hausdorff, donc un espace IJ*. Plus précisément, si le terme 
^entourage ouvert du point p (au sens de M. Hausdorff)” signifie 
«ensemble ouvert contenant/?” et si l’égalité p~\impn veut dire 
que chaque entourage ouvert de p contient tous les pn à partir 
d’un indice suffisamment grand, alors les axiomes A — E de 
M. Hausdorff (§ 7, III), ainsi que les axiomes 1® — 3®, qui défi- 
nissent l’espace SJ* (§ 14, I), se trouvent vérifiés. 

En effet, les ax. I — III entraînent les ax. A — C (§ 7, III), 
l’ax. IV entraîne I) (en posant dans l’ax. A — p, B q, G = U 
et 1 — G -- V) et l’ax. V entraîne évidemment E. Enfin, chaque 
espace de Hausdorff est un espace SJ* (§ 14, Vil). 

Ainsi, tous les théorèmes concernant l’espace JJ* s’appliquent 
à l’espace satisfaisant aux axiomes 1 — V. C’est, comme nous ver- 
rons, un cas particulier du théorème général qui va suivre. 

IV. Métrisation de l’espace et introduction des coor- 
données. 

Théorémed’U rysohn '). Chaque espace satisfaisant aux axiomes 
I—V est topologiquement contenu dans le cube fondamental . J de 
Hilbert; autrement dit ■), il existe une suite de fonctions /'(•*)» 
f-{x)y ... (les «coordonnées” du point x),. définies sur l’espace en- 
tier, ayant leurs valeurs situées dans l’intervalle 01 et telles qu’en 
définissant la distance entre les suites (de nombres réels) 
y = [yo^ ys)^ et Z — ...] par la formule 

(i) \y — z\ = É 2''" • ly^^ — j , 

la fonction / (x) = [f^{xX /-(x), ...] est bicontinue. 


0 Zum Metrisationsproblem, Math. Ann. 94 (1925), p. 310. 
*) Voir § 14, V et § 15, VI. 
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Extrayons en effet de la suite /?i, R ^, ... (qui forme la base de 
l’espace) tous les couples (/?*„, /?«„) tels que CZ D’après le 
théorème § 16, III, il existe une fonction continue f"{x) telle que 

(ii) 0 </"(jc)<1,/"(a:)= 0 pour xtRk„ et /''(x)=l pour -v non-t R„^^ 

Chacune des fonctions /"(Jc) étant continue, il en est de 
même de la fonction f{x) = \f\x),p{x),..,] (§ 14, IV). Pour prou- 
ver que la fonction f {x) est bicontinue, il reste à démontrer (voir 
§ 13, VIII, 3a) que la condition p non-% X entraîne / (/?) non~t f (X). 

Or, d’après Fax. V, il existe un indice nin tel que p s Rm„ — X 
et, en vertu de I (1), il existe un k„ tel que p^Rk^, C ^«n- 

Soit X & X. Donc x non~e Rm„ et, d’après (ii), f”{x) -= 1. D’après 
la même formule on a /"(p) = 0, d’où selon (i): |/(a:)— /(p) | >- 1/2". 
Cela veut dire que dans la sphère de centre / (p) et de rayon 1/2" 
il n’y a aucun point de l’ensemble f(X). Donc f {p) non-t f {X). 

Corollaire /. L’espace a le rang topologique le plus élevé 
parmi les espaces satisfaisant aux ax. / — V, ou, ce qui revient au 
même, parmi les espaces métriques séparables. 

Car l’espace 0^", comme un produit d’espaces métriques sé- 
parables, est lui-même métrique séparable (§ 14, VI) et satisfait 
par conséquent aux ax. I — V (on peut d’ailleurs définir directe- 
ment la base de comme constituée par les ensembles de la 
forme /?, X ... X Rn X j X O X .) X ... , où Ri désigne un intervalle 
variable à extrémités rationnelles et situé dans l’intervalle J). 

Il résulte du théorème d’Urysohn et du corollaire précé- 
dent que tous les théorèmes concernant l’espace métrique sépa- 
rable sont applicables à l’espace satisfaisant aux ax. I — V. On 
en conclut aussi que l’étude des espaces topologiques assujettis aux 
axiomes I—V n'est rien d’autre (au point de vue topologique) que 
celle des sous-ensembles de 0^ ou encore celle des sous-ensembles 
de l’espace d’**- de Fréchet (puisque 9**» et ont évidemment le 
même rang topologique). 

Corollaire //. Chaque espace métrique séparable est homéo- 
morphe à un espace totalement borné. 

Car l’espacé 9*», ainsi que chaque sotis-ensemble de cet es- 
pace, est totalement borné (§ 15, X). 
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Corollaire ///. Chaque sous-ensemble <Vun espace satisfaisant 
aux axiomes /— V leur satisfait aussi ^). 

Remarques, t) Il est intéressant de rapprocher le théorème d’ü r y so h n 
(et le corollaire J) au théorème suivant de MM. B a n a c h et M a z u r ^): chaque 
espace métrique séparable est isométrique à un sous-ensemble de l'espace C de 
toutes les fonctions réelles continues dans V intervalle 0 x la distance 
entre deux fonctions-éléments de cet espace étant définie par la formule 
i /i - h I == max i /,(jf) j . 

Ainsi l’espace C possède également le rang topologique le plus élevé 
parmi les espaces métriques séparables. Au point de vue topologique il a, 
envers l’espace le désavantage d’être non compact; au point de vue géo- 
métrique, il a l’avantage d’avoir non seulement le plus grand rang topologique 
mais aussi le plus grand rang géométrique parmi les espaces métriques sé- 
parables. 

2) D’après le théorème d’ü r y s o h n l’axiome V constitue une condi- 
tion suffisante pour qu’un espace satisfaisant aux axiomes I — IV soit luétrisable. 
Bien entendu, cette condition n’est pas nécessaire (lorsqu’on n’exige pas d’avance 
que l’espace soit séparable). 

.le dois à M. A r O n s Z a j n la condition suivante, qui est nécessaire et 
suffisante pour qu'un espace satisfaisant aux axiomes /-—/// soit métrisable ®): c’est 
notamment l'existence d'une suite infinie de familles h\ (n = l,2, ...) composées 
d'ensembles ouverts tels que: 1^' quel que soit n, l'espace est une somme des en- 
semhles-éléments de F^, 2“ étant donnée un point p, deux suites d'ensembles G„ et 
O* (fl = 1, 2 , tels que p s • 0,^ 4=0, c F„, G* £ F„, et un entourage quel- 

conque F. de p. il existe un indice k tel que Gf^ + 0^ C Fl. 

Citons encore, dans le même ordre d’idées, le théorème suivant de 
M. C h i t te n d e n ^). Supposons qu’on ait défini dans l’espace une fonction 
lion négative de deux variables d’.écart") f(.v,y) telle que ÿ >')==? (y» et 
1? (^> V) Oh ^ (la loi du triangle n'est pas supposée vérifiée); dans ces 
hypothèses, s’il existe une fonction /(O réelle de variable réelle, tendant vers 
0 avec t et telle que les inégalités «(x.y) < t et <p(y, z) < t entraînent 
tp (x, i') < / (0, l’espace est métrisable (la notion de limite étant définie d’une 
façon évidente à l’aide de l’écart <p(A:,y)). 


^) Pour une démonstration plus directe, voir P. U r y s o h n, Math. Ann. 94 
(1925), p. 285. 

*) S. B a D a c h, Théorie des opérations linéaires^ p. 187. Cf. aussi P. ü r y- 
sohn, un espace métrique universel^ Bull, Sc. Math. 151 (1927), pp. 1—38. 

‘) Une condition analogue a été donnée par MM. Alexandroff et 
Urysohn, Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une classé (i?) soit 
une classe ( /)), C. R. Paris t. 177 (1923), p. 1274. Cf. aussi M. Fréchet, £«- 
paces abstraits^ p. 220. 

*) On the équivalence of écart and voisinage, Trans, Amer. Math. Soc. 18 
(1917), p, 161. 
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B. Problèmes de la puissance (g§ 18, 19). 

Nous supposons dans les §§ 18 et 19 que Tespace satisfait aux ax. 

§ 18. Puissance de Pespace. Points de condensation. 

I. Puissance de l’espace. La puissance de t’espace est < c. 
En effet, d’après § 17, II, 2, l’espace est séparable. Il existe 

par conséquent (§ 14, VI) une suite (finie ou infinie) de points 
Tj, Tj, ... telle que chaque point de l’espace est un point-limite 
d’une sous-suite de cette suite. La puissance de l’espace ne 
dépasse donc pas celle de l’ensemble de toutes les suites ex- 
traites d’un ensemble dénombrable, c. à d. celle du continu. 

II. Partie dense. Chaque sous- ensemble de l'espace contient 
une partie dense dénombrable. En effet, considéré comme espace, 
ce sous-ensemble satisfait aux ax. I — V (§ 17, IV, corollaire IIl); 
il est donc séparable. 

III. Points de condensation. Le point p est dit point de 
condensation de l'ensemble X, lorsque chaque entourage de p con- 
tient une infinité indénombrable de points de X '), autrement dit, 
lorsque X n’est pas localement dénombrable au point p (§ 7, IV). 
L'ensemble des points de condensation de X sera désigné par X^K 

En vertu de l’ax. V la formule pt X — X^’ implique que p est 
situé dans un ensemble ouvert Rn appartenant ù la base de l’espace 
et tel que l’ensemble XRn est dénombrable. Il s’ensuit que l'ensemble 
X—X^ est dénombrable. Car, en faisant correspondre à chaque p de 
X~X^ un indice nip) de façon que XRn(p) soit dénombrable, il vient 
X — XO (2 2j XR„(p) et cette dernière somme, comme somme dé- 

p 

nombrable d’ensembles dénombrables, est dénombrable (d’après un 
théorème de la Théorie des ensembles, basé sur i’axiome du choix). 

IV. Règles de calcul. 

(1) (;r-^K)^ = A'®-|- K® (2) X'^-Y^C(^-yf 

( 3 ) (nxfcn^? ( 4 ) 

(6) XC y ifnplique X°(~ YO((i)(X-X^P=0 Çl) X^C^'CX 
(8) X^ =X^ = X^' = Xô^ {XX^"^ (9) XX"^ CiXX^' . 

<) E. L 1 n d e 1 0 1, Acta inatb. 29 (1905), p. 183. Cf. aussi W. H, Y o u n g, 
Quart. J oura. of Math. 35 (1903), p. 108. 
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Les formules (1) — (5) résulteat directement du fait que la 
somme de deux ensembles dénombrables est dénombrable et qu’un 
sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable (§ 7, V). 
La formule (6) résulte du N®in (puisqu’un ensemble dénombrable 
n’admet évidemment aucun point de condensation). Chaque point 
de condensation étant un point d’accumulation (§ 9, II), on en dé- 
duit la formule (7). En vertu de (3) on a (XXO)0 (2 XO ■ A'GS X^-^; 
comme, en outre, l’ensemble A”© est fermé (§ 7, V), on a se- 
lon (7): X^''^ CI CI 1® formule (8) se trouve établie, 

car l’identité X ~ XX'^+ X — X-'-> donne en raison de (1) et (6) 
X‘^ — {XX''>y^. Enfin, les formules (8) et (7) entraînent (9): 

xxo c A'o = {xxcjfi C {xxGy. 

V. Ensembles clairsemés. 

Tout espace clairsemé est dénombrable. 

L’ensemble 1 - étant selon IV (9) dense en soi, l’hypothèse 
que l’espace est clairsemé implique que 1 = 0, d’où 1 = 1 — l^ 
et, cette différence étant d’après N* III dénombrable, le théorème 
est démontré. 

En le rapprochant de § 9, VI, 3, on en déduit le théorème 
de Cantor- Bendixson'^y. chaque espace se compose de deux 
ensembles dont Tun est parfait et Vautre dénombrable (et clairsemé). 

VI. Sommes d’ensembles clairsemés. Tout espace qui e.’it une somme 
d'une famille monotone'^) d’ensembles clairsemés est dénombrable'^). 

Supposons que 1 = IL C ““ C clairsemé (l’indice '. parcourant un 

ensemble de puissance arbitraire) et que 1 soit indénombrable. D’après le 
théorème précédent, l'espace contient alors un ensemble dense en soi, qui, 
à son tour, contient (selon II) une partie dense dénombrable D = [/>i,/> 2 , ..•]. 
L’ensemble D est donc dense en soi. 

Faisons correspondre à chaque p„ un indice tel que p„ e f, et posons 



n— 1 Vi 


‘) G. C a n t O r. Math. Ann. 21 (1883), p. 575; 1. Be n d 1 x son, Acta math. 
2 (1883), p. 415; E. L i n d e 1 ô f, 1. cit. 

*) Une famille d'ensembles est dite monotone, si, quels que soient les 
ensembles A et F appartenant à cette famille, on a soit XQ. Y, soit YQX. 

•) Théorème de M. S i e r p i A s k i, Sur une propriété des ensembles clair- 
semés, Fond. Math. 3 (1922), pp. 46 — 49. 
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Puissance de l'espace. Points de condensation. 
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Il vient Des, L^ensemble 5 étant dénombrable, comme somme dénom- 
brable d’ensembles dénombrables, il suffît de prouver que 5=1. 

Or supposons par contre que g -^1 — 5. II existe alors un Q tel que 
q e Cq, Il s’ensuit que C'o n’est contenu dans aucun des ensembles C , La 

famille des ensembles C étant monotone, on en conclut que C, C Q, quel que 

'rt 

soit n. Donc SCCq, d’où DCSZQ^, ce qui est impossible, puisque Co est clair- 
semé et D est dense en soi (non vide). 

VIL Points d’ordre m. L’énoncé du N® III, d’après lequel tout espace 
indénombrable contient des points de condensation (c. à d. des points d’„ordre 
indénombrable**) peut être précisé comme suit: si la puissance ni > Ko de V es- 
pace est non confinale avec lu (c. à d. qu'elle n’est pas somme d’une série dé- 
nombrable de nombres cardinaux inférieurs à ni), il existe dans l'espace un point 
d*ordre ni (point dont chaque entourage est de la puissance ni). On a aussi 
l'énoncé suivant: l'espace se compose d*un ensemble clairsemé et d'une suite d'en- 
sembles tels que tous les points d'un même ensemble sont d'un même ordre '). 

VIII. Notion d’effectivité. Cette notion est de nature méta-mathêmati- 
que: elle concerne le mode de démonstration des théorèmes d’existence. On 

dit notamment qu’un théorème d’existence, c. à d. théorème de la forme ^ ÿ(a') 

A 

où <p(-v) est une fonction propositionnelle (voir § 1, III), est démontré d’une 
façon effective, lorsqu’on a défini un individu a et on a démontré que a satis- 
fait au théorème considéré, c. à d. que (p(a) 

Dans la Topologie fondée sur le système d'ax. I — V nous allons consi- 
dérer la base de l'espace comme définie (ce qui est justifié par le fait que dans 
l’espace euclidien on sait définir une base: la suite des sphères dont le rayon 
et les coordonnées du centre sont rationnels). Cela donne lieu à d’autres 
définitions: on peut en effet définir des différents objets (ensembles, fon- 
ctions etc.) à l’aide de la base de l’espacCé 

Dans les problèmes de la puissance il s’agit, en général, de démontrer 
qu’un ensemble est de telle ou telle puissance; la démonstration est effective, 
si l’on définit la correspondance en question. 

Ainsi, par ex., la démonstration donnée au N‘^III pour le fait que l’en- 
semble X — X'"^ est dénombrable n’est pas effective: nous n’avons pas défini 
une suite individuelle contenant tous les points de cet ensemble; nous avons 
démontré seulement que des suites de ce genre existent. 


*) Voir W. S i e r P i n 8 k i, Sur la décomposition des ensembles de points 
en parties homogènes, Fund. Math. 1 (1920). Cf. G. Cantor, Acta Math. 7 
(1885), p. 118. 

*) Comp. la notion d’effectivité chez MM. Borel et Lebesgue, ainsi 
que chez M. F. Bernstein (qui distingue entre „Existenz‘ et «Herstellong**, 
Leipz. Ber. 60, 1908). Des nombreuses recherches de M. Sierpinski ont été 
consacrées à ce sujet, voir surtout Les exemples effectifs et V axiome du choix, 
Fund. Math. 2 (1921). Cf. aussi les remarques sur l'effectivité dans une note 
de M. Knaster et moi dans. Fund. Math. 2, p. 251. 
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Par contre, il est facile d’établir d’une façon effective que Censemble 
X — est dénombrable. En effet, si ptX — X\ il existe un indice n tel que 
p^XR^ (où /?„ est un ensemble appartenant à la base de l’espace). Désignons 
par n (p) le premier indice de ce genre. A deux points différents correspon- 
dent éTidemment deux indices différents. Ainsi, les points de Tensemble 
X — X^ se trouvent rangés en une suite (finie ou infinie). 

Une démonstration effective de la dénombrabilité de l’ensemble X — X^ 
sera donnée dans le § suivant. 


§ 19. Puissance de diverses familles d’ensembles. 

I. Familles d’ensembles ouverts. 

1) La famille de tous les ensembles ouverts est de {a puissance ■< c. 

En effet, chaque ensemble ouvert étant selon l’ax. V une 

somme de certains ensembles Rny la puissance de la famille de 
tous les ensembles ouverts ne peut dépasser celle de la famille 
de toutes les suites extraites de la base de l’espace. 

Chaque ensemble fermé étant le complémentaire d’un en- 
semble ouvert, la famille de tous les ensembles fermés est aussi de 
la puissance < c. 

2) Chaque famille d’ensembles ouverts disjoints est (effecti- 
vement) dénombrable. 

En effet, G étant un ensemble (non vide) de la famille con- 
sidérée, il existe d’après l’ax. V un indice n tel que Rn C G- Soit 
n(0) le premier indice de ce genre. Les ensembles ouverts en 
question étant disjoints par jiypothèse, à deux ensembles diffé- 
rents correspondent toujours deux indices différents, de sorte que 
la famille de ces ensembles se trouve rangée en une suite (finie 
ou infinie). 

En particulier, sur la ligne droite chaque famille d’intervalles 
n’empiétant pas les uns sur les autres est dénombrable. 

H. Familles monotones bien ordonnées % 

1) Chaque famille bien ordonnée d'ensembles ouverts décrois- 
sants est (effectivement) dénombrable. 

Soit, en effet, Gj 3 G, Z) — 3 3 Gç^.! 3 ••• soüe trans- 

finie d’ensembles ouverts (différents). Si a n’est pas le dernier 


') Voir R. B a i r e. Thèse, Ann. di Math. (3) 3 (1899), p. 51. 
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indice, il existe un point /?„ s G„ — il existe donc un indice /t 
tel que e /?« C ^a* «^onc que 

(i) CZ ®1 ~ ^a+i 0* 

Soit /i(<x) le plus petit indice qui satisfait à la condition (i). 

A deux nombres transfinis différents correspondent deux in- 
dices différents, car la condition a < p implique R„(^) ClG^Cl Oo+u 
tandis que, selon (i), l’inclusion /?„(«) C <5a+i Ainsi, 

tous les indices a (sauf, peut-être, le dernier) se trouvent rangés 
en une suite dénombrable. 

2) Chaque famille bien ordonnée d'ensembles fermés décroiS’ 
sants est (effectivement) dénombrable. 

Soit FiZ) FtZ) — 3^3 3 — cette suite. Si a n’est 

pas le dernier indice, il existe un point p* e soit n(a) 
le plus petit indice tel que Rnia^ F^, 0 — Il vient 

pour a < p: C ^a+iî l’inégalité Rn[^) • Fg ^ 0 entraîne donc 

/?„(P) • Fa^i 7 ^ 0, d’où n(a)=f=: n (P). L’ensemble des indices a est 
par conséquent (effectivement) dénombrable. 

En tenant compte du fait que les ensembles ouverts sont les 
complémentaires des ensembles fermés, on parvient à l’énoncé 
suivant, qui généralise les deux précédents: 

3) Chaque famille bien ordonnée d'ensembles croissants ou 
décroissants qui sont tous fermés ou bien tous ouverts est (effecti- 
vement) dénombrable. 

Remarques. 1. Chaque ensemble de nombres réels bien ordonnés 
selon la, grandeur est dénombrable. Car une suite transfinie de 
nombres réels Xj < JC, < ... < xç < < ... détermine une famille 

bien ordonnée d’ensembles fermés croissants (F^) où F| est la demi- 
droite X < x^. 

2. La démonstration des énoncés 1) et 2) reste valable, lors- 
qu’on considère au lieu du bon ordre xin ordre où. chaque élément 
(sauf le dernier, s’il exiaie) admet un élément qui le sait Immédia- 
tement. Aimi Vénoncè 3) peut être généralisé sUr un ordre de ce 
genre. 

Une autre généralisation sera établie dans le N** suivant. 
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111. Ensembles développables. Un ensemble E est par dé- 
finition (p. 59) développable, s’il est de la forme 

+ — Fi F% — ^^4-1 + ••• > 

les termes de la série (transfinie) étant fermés décroissants. 

D’après le théorème II, 2, cette série est dénombrable (autre- 
ment dit, tous les indices j sont inférieurs à un nombre de la 
première ou deuxième classe). 

(1) Les ensembles développables sont à la fois des et des G^. 

En effet, une différence de deux ensembles fermés est un 
comme un produit d’un ensemble fermé et d’un ensemble ouvert 
(qui est un F^ selon § 15, IV). Un ensemble développable, comme 
formé d’une infinité dénombrable de différences d’ensembles fermés, 
est donc aussi un 11 est en outre un Gj, car le complémentaire 
d’un ensemble développable, étant lui-même développable (§ 12, 
VI, 1), est un F,. 

(la) Les.ensembles clairsemés sont des F~ et des Gg ^), car cha- 
que ensemble clairsemé est développable (§ 12, VI, 4). 

Remarques. 1. Les ensembles développables sont des ensembles et 
effectifs: nous pouvons, notamment, faire correspondre à chaque ensemble 
développable une suite bien déterminée d’ensembles fermés dont cet ensemble 
est la somme (ainsi qu’une suite d’ensembles ouverts dont cet ensemble est 
le produit). 

En effet, si E est développable, on a d’après § 12, V, 3*^: E = ^ — Et) 

OÙ les ensembles et désignent les termes du développement § 12, 111, 3*^(1). 

Or, la suite A^ étant selon II, 2 effectivement dénombrable, les indices 
Ç a peuvent être imaginéà rangés en une suite simple infinie Çj, Çj, ... (qui 
n’est pas nécessairement une suite croissante). D’autre part, nous avons fait 
correspondre (§ 15, iV) à chaque ensemble fermé une suite d’ensembles ouverts 

dont il est le produit. 11 vient ainsi: Et — I Jct ei E == ^ lAt — Gt\> 

^ ^ n,k^l ^ 

La série double se transformant facilement en une série simple, on dé- 
finit ainsi une suite simple infinie d’ensembles fermés dont la somme con- 
stitue l’ensemble E. Cela veut dire que E est un F^ effectif. 

Le complémentaire d’un ensemble développable étant développable (§ 12, 
VI, 1), tout ensemble développable est un G^ effectif. 


0 Théorème de M. W. H. Y o u n g, T/ie Theory of Sets of Points, Cam- 
bridgejl906, p. 65. 
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2. Le théorème inverse à (1) est vrai — comme on le verra au § 33 — 
dans les espaces complets, mais ne subsiste pas dans des espaces arbitraires. 
Notamment, dans Tespace des nombres rationnels, tout ensemble qui est 
simultanément dense et frontière est un F, et (puisque Pespace est dé- 
nombrable), mais n’est pas développable, car sa frontière n’est pas non>dense 
(elle est en effet identique à l’espace entier, cf. § 12, V, 2®). 

Passons à présent à la démonstration de l’énoncé suivant, 
qui constitue une généralisation du théorème 3): 

(2) Chaque famille bien ordonnée d*ensembles développables 
croissants (ou décroissants) est dénombrable. 

En tenant compte du fait que la fonction caractéristique d’un 
ensemble développable est ponctuellement discontinue sur tout 
ensemble fermé (§ 13, VI), l’énoncé (2) résulte 0 du théorème plus 
général suivant, que nous allons démontrer ^). 

Théorème. Chaque famille bien ordonnée de fonctions (à va- 
leurs réelles) ponctuellement discontinues sur tout ensemble fermé: 

< < ... < AW < < ... (£ < est dénombrable. 

Il s’agit d’établir l’existence d'un indice a tel qu’on ait, pour 
chaque a: et $, /«+!(•«) == /«(•«)- 

Soit, pour n fixe, Rn,u Rn.2, , Rnj , ... la suite des ensembles 

appartenant à la base de l’espace et tels qu’il existe un nom- 
bre ordinal satisfaisant à la condition: 

X Ê Rn.i entraîne /« —/« (x) < quel que soit J. 

Posons R" = R„,\ + Rn^z + ... Soit a„ > a.„j, ... Il vient 

~~ V« pour X 6 R". Par conséquent, si l’on pose 

a >«„,« = 1, 2, ... , on a pour x e R^ - R '‘- ... : — fj^x) < ’/n, 

quel que soit n, d’où — f,^(x). Notre théorème sera donc 

démontré dès que l'égalité R" = 1 sera établie pour chaque n. 

Supposons, par impossible, qu’il existe un n tel que l'en- 
semble fermé F = \ — R" soit non vide. Soit [ 0 ^, Oz , ...] un en- 
semble dénombrable dense dans F. 11 existe un f tel que 


*) Pour une démonstration plus directe, voir F. Hausdorff, Méngen- 
lehre, p. 171. Cf. aussi Z. Z a 1 c w a s s e r, Un théorème sur les ensembles qui 
sont à la fois et Fund. Math. 3 (1922), p. 44. 

^) Je dois cette démonstration à M. Z a 1 c w a s s e r. 

*) Q désigne, comme d’habitude, le plus petit nombre ordinal indénom^ 
brable.* 

c. Kuratowski. Topologie I. ^ 
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(i) S > Y entraîne /ç(am) =/y(o«), quel que m, 

car à chaque m correspond un tm tel que /§(«/») ^ pour 

S>T/» (cf. remarque 1 du N® II); U suffit donc que t soit sup|érieùr 
à tous les iffli où m ==1, 2, ... On peut admettre en outre que T>an. 

Le point am étant situé en dehors de /?”, il existe dans cha^ 
que entourage de un point x et un indice Pm >T tels que 
/p^(x) — /^(x) > V«; il existe donc un ù™ tel que l — a«l <V« 
et > Vn* L’inégalité Y >a« implique d’autre part que 

</y(ù«), douc que > V«, d’où b„ e F. 

Soit P un nombre supérieur à tous les Pm, m — 1, 2, ... Il vient 

(ii) m = l,2,... 

La fonction /^(x) étant ponctuellement discontinue sur chaque 
ensemble fermé, il existe un point de continuité de la fonction 
partielle f^{x\F). Soit donc G 0) un ensemble ouvert dans F et tel 
qu’on ait \f^{x) — /^(a;’)| < V2/1 pour x et x' appartenant à G. D’iine 
façon analogue, il existe dans G un point de continuité de la fon- 
ction /^(x| G); soit H{^0) un ensemble ouvert dans F tel que 
l/pW -/?(•«') I < V2/. et |/f(x) -/j(.x') i < V2« pour xt H e>i xfzH. 

Pour m convenablement choisi on peut substituer dans ces 
inégalités Om à et bm à x*. En vertu de (i), on a = fyiOm); 

il vient ainsi I Vîn et l/pCum) \ Vï»» d’ou 

I /?(*«) -A(W| < V"* contrairement à (ii). 

(2a) Chaque famille bien ordonnée ,d' ensembles clairsemés croiS' 
sants (ou décroissants) est dénombrable ^). 

Car chaque ensemble clairsemé est développable (§ 12, VI, 4). 

IV. Dérivé d’ordre « *). Le dérivé d’ordre a de A" est dé- 
fini par les conditions: = (A"*)' et 

a<X 

si X est un nombre limite. 

Le dérivé A’V étant fermé et le produit d’ensembles fermés 
étant fermé, on prouve facilement (par l’induction tranfinie) que 


‘) Dans ma n^e de Fund. Math. 3 (1022), p. 42, se trouve ttne ddipon- 
stration directe de Jet énoncé. Une démonstratldk effective résnl te d’aiUedrs 
du théorème § 18i de M. $ i e r p i A s k t (voir «a note citée). 

») G. (3 a n#or, Math. Ann. 17 (1880), p. 857. 



[§ 19, V} Puissaaee d« diverses familles d’énsembiés. H5 

est fermé, quel qae soit a. En outre, tout ensemble fermé 
contenant son dérivé, la famille des dérivés est décroissante: 

Par conséquent (selon II, 2), Il n'y a qu'un ensemble dé no 
brable de dérivés de l’ensemble X qui soient différents; autrement 
dit, à partir d’un certain nombre P (< Û) tous les dérivés sont iden- 
tiques: X^^^ =« 

L’ensemble X^^^, comme identique à son dérivé, est parfait. 

En particulier, si l’on pose = 1 et = 1, on a (§ 12, 1): 

(i) 1 = i; 

“<p 

Or, chacun des ensembles étant dénombrable, en 

tant que composé de points isolés (§ 18, VIII), leur somme dé- 
nombrable ^ (1^“^ — 1^“+*)) est encore un ensemble dénombrable. 

On retrouve ainsi dans la formule (i) le théorème de Can- 
tor-Bendixson (§ 18, V): en enlevant de l'espace un ensemble 
dénombrable, on parvient à un ensemble parfait. 

C’eet précisément par cette voie que ce théorème a été démontré pour 
la première fois. L'avantage de ce raisonnement vis à vis du raisonnement 
exposé au § précédent èst de ne pas faire intervenir Taxiome du choix et de 
pouvoir énumérer effectivement les éléments de chaque ensemble clairsemé; car 
la suite des dérivés et l'ensemble sont effectivement dénombrables 

(§ 18, Viri) ^). 

V. Analyse logique relations entre, les propositions suivantes 

ont été étudiées dans les espaces i?: 

(1) toute infinité bien ordonnée (^ensembles fermés croissants est dénombrabley 

(2) toute infinité bien ordonnée d* ensembles fermés décroissants est dénom* 

brable, 

(3) tout ensemble contient un ensemble dense dénombrable, 

(4) tout ensemble clairsemé est dénombrable, 

(5) tout ensemble indénombrable contient un point de condensation. 


Cf, Une démonstration du théorème sur la structure 

des ensembles des points, Fund. Math. I, pp. l-*6, 

*) Cf, W. S 1 erpi û s ki, Sar l* équivalence de trois propriétés des ensembles 
abstraits, Pund. Math. 2 (1921), pp^ 11^ t^y ti iàa. noie Une remarque Sur Us 
classes JS de M, Frééhèt, Fund. Math. 3 (1922), pp. 41’^43é Voir âus^ (pour le 
cas de Pospace métrique) W. G r O s Zut Théorie der Mengen in dertm efn 
Distimsbegriff ditfiniert ist, Vlienmt Bek, 801; 
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On prouve que les propositions (4) et (5) sont équivalentes, que (4) en- 
traîne (2) et que (3) entraîne (1). Les implications inverses subsistent dans 
les espaces fJ dans lesquels la fermeture est toujours un ensemble fermé, mais 
elles peuvent être en défaut' dans des espaces .C plus généraux. 

VI. Familles de fonctions continues. Soit f {x) une fon- 
ction continue qui transforme l’espace SY en sous-enserable de 
l’espace y. L’espace Lï étant séparable, il existe une suite de 
points Xj, Xi , ... telle que chaque point p de SY en est limite d’une 
sous-suite: p = lim Xk„. Or, la fonction / étant continue, ses va- 
leurs sont déterminées par celles aux points x„, car /(p) = Iim/(XA„). 
Autrement dit, si / (x„) == g (x„) pour chaque n, les fonctions / 
et g sont identiques. Il en résulte que la puissance de la famille 
de toutes les fonctions continues qui transforment l’espace % en 
sous-ensembles de l’espace y ne peut dépasser la puissance de la 
famille des suites (dénombrables) extraites de l’espace y, c. à d. 
la puissance ciî», qui est égale à c. Lu famille considérée est donc 
de puissance c. 

Ainsi, la famille des sous-ensembles de l’espace y qui sont 
des images continues d’un sous-ensemble fixe de l’espace SX est 
de puissance < c. Il en résulte que dans un espace ayant la 
puissance du continu il y a autant des types topologiques (§ 13, 
VIII) que des sous-ensembles, à savoir 2'. 


C. Problèmes de la dimension (§§ 20 — 22). 

L’espace est supposé assujetti aux axiomes I — V. On peut donc ad- 
mettre qu’une distance \x — y\ entre les points de cet espace est définie; 
autrement dit, qu’on est en présence d'un espace métrique séparable. 

§ 20. Définitions. Propriétés générales. 

1. Définition de ia dimension *)• assigne à l’espace 9C 
un entier > — 1 ou oo que l’on appelle dimension de SX; en sym- 
boles: dim SX. Le symbole dim^SX désigne- la dimension de SX au 
point p. Les trois conditions suivantes définissent ces notions par 
induction: 


q L’idée de la définition de la dimension remonte à H. Poincaré, 
Revue de métaph. et de mor. 20 (1912) et Dernières pensées, p. 65, Paris 1926 
(édition posthume). La défiùition a été ensuite précisée par M. L. E. J. Brou- 
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1) dim 1 veut dire que t espace 9C est vide, 

2) si ^C dim 9C = borne supérieure de dim^pST pour p e St*. 

3) diiïipSÏ < /Z + 1 veut dire qu'il existe des entourages ouverts 
de P aussi petits que Von veut et dont la frontière est de dimen* 
ston < n. 

Afin d'éviter Pemploi des notions métriques, on peut formu- 
ler la proposition 3) de la façon équivalente suivante: 

3') dim/,SY <; /Z + 1 veut dire qu'il existe dans chaque entourage 
de P un entourage ouvert de p dont la frontière est de dimen- 
sion < AZ. 

La dimension de Pespace est ainsi définie d’une façon pure- 
ment topologique; elle est donc invariante relativement aux trans- 
formations homéomorphes de l'espace. 

Exemples. Par définition, un espace (non vide) est de dimension 0, lors- 
qu’il existe pour chaque point des entourages ouverts aussi petits que l’on 
veut dont la frontière est vide. Tel est par exemple l’espace des nombres ra- 
tionnels, chaque intervalle à extrémités irrationnelles ayant dans cet espace 
la frontière vide. 11 en est de même de l’espace des nombres irrationnels et, 
en général, de chaque ensemble frontière situé sur la ligne droite. 

L’espace des nombres réels est de dimension. -«C 1» car la frontière d’un 
intervalle, comme composée de deux points, est de dimension 0. D’une façon 
analogue, le plan est de dimension * " 2 (car la circonférence est de dimen- 
sion < 1) et, en général, l’espace cartésien à n dimensions (au sens classique) 
est de dimension <,n. La démonstration que la dimension de cet espace est 
précisément n est moins élémentaire. Nous y reviendrons plus tard. 

II. Dimension des sous-ensembies. Etant donnés un en- 
semble E ((2 et un point p de E, l’inégalité dim^E < n 1 si- 
gnifie d’après 3) qu’il existe un entourage ouvert de p relatif à E, 
aussi petit que l’on veut et dont la frontière relative à E est de 
dimension <, n; autrement dit, qu’il existe un ensemble ouvert G aussi 
petit que l’on veut, contenant p et tel que dim (E • ÈO—Q) n. Car la 
frontière relative à E de l’ensemble EG est E- E.Q — EG — E ËG—G. 


w e r, Ueber den natürlichen Dimensionsbegriff, Journ. f. Math. 142 (1913), p. 146 
et Proc. Akad. Amsterdam, 26 (1023), p. 795. La théorie de la dimension, basée 
sur une définition bien rapprochée de celle de Poincaré>Brouwer, a été 
créée et développée indépendamment par M. K. Menger et P. Urysohn 
dans plusieurs ouvrages à partir de l’année 1922. Voir surtout K. Menger, 
Dimensionstheorie, Leipzig-Berlin 1928 et P. U r y s o h n. Mémoire sur les multi- 
plicités Cantoriennes, Fund. Math. 7—8 (1925—26). 
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(1) la dimension d’un ensemble ne dépasse jamais la dimension 
de l’espace entier: en symboles: si p e E, on a dimpÆ' < dim;iS)C. 

En raisonnant par induction, on peut, en effet, admettre que cet 
énoncé est vrai pour l’espace /t<dimen'sionnel et que dim;,9L<;n-f l. 
Soit donc O un entourage ouvert de p tel que dim [Fr (0)j < n. 
Il s’agit de prouver que la frontière relative à i? de l’ensemble EQ 
est de dimension •<«. Or, cette frontière relative étant égale à 
£•£0— G(3Cr~G==Fr(G), on a par hypothèse la double inégalité 
dim {E- EQ— G) < dim [Fr (G)] < n. 

(2) pour que dimp£ < « + 1, il faut et il suffit qu’il existe 
un entourage ouvert G de p aussi petit que l’on veut et tel que 
dim [£ Fr (G)] < /Z. 

Supposons, en effet, que dimp£ < /t + 1. Soit donc H un 
ensemble ouvert dans £ et tel que dim {EH — H) ^ n. Les en- 
sembles /y et E — H étant séparés (§ 16, V, 3), il existe un en- 
semble ouvert G tel que H QG et GE-H=0 (§ 16, V, 6). Par 
conséquent E- G — G (Z E- H — H, d’où selon (1): dim (£• G — G)<! 

< dim {E H — H) < n. Comme en outre, selon § 16, V, 6, le dia- 
mètre de G diffère aussi peu que l’on veut de celui de H, la né- 
cessité de la condition se trouve établie. 

Pour prouver que la condition est suffisante, considérons 
l’ensemble G en question et posons tf — EG. Il vient E H—H — 
^ EÉG - G (Z EG - G = EFt{Q), d’où dim(£://-//)< 

< dim [£• Fr (G)] < n, donc dimp£ < /i -f 1. 

Un cas particulier de l’énoncé (2) est le suivant: 

(2,) pour que dim;,£ = 0, il faut et il suffit quHl existe un 
entourage G de p aussi petit que l’on veut et tel que £-Fr (G)=0. 

111. L'ensemble £*(«). Définition: p appartient à l’ensemble 
£(«), lorsque dim/,(£ -fpX /i, c. à d. lorsqu’il existe un entourage 
G de p aussi petit que l’on veut et tel que dim [£-Fr (G)] <; n — 1. 

En particulier, si £ constitue l’espace entier, £(/,) désigne 
l’ensemble des points où l’espace est de dimension <«. 

L’inclusion EZEw équivaut à l’inégalité dim £< n. 

D’après II (1) rinclusion AZ^ entraîne £(«) C ^(n)* 

1. On fl dim (£ •£(«)) < n. En effet, si p s £• £(„), on a par 
définition dim>£ <«, donc, selon II (1), dirop(£ •£(«))<«, 
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D’aillaurg, la dimeoaipn de peut être supérieure à n. Si par exem* 
pie £ se oonipose d'un seul poin^ £ 0 ) est identique à l'espaee entier. 

2. L’ensemble E(n) est un % En effet, on a /» e £■(«), lors- 
qn’Ù existe, pour chaque A;, un ensemble ouvert Q contenant /» et 
tel que dim [É* Fr (G)] < n — 1 et 8 (O) < V* Désignons par 

là somme de tous les ensembles O de ce genre. On a donc 
E^n) ^ LL J ' LL 2 ‘ ... 

3. Etant donnés un ensemble E et un entier n, il existe une 
suite ^Di, £> 2 , ...d’ensembles ouverts tels que 1® dim[£Fr(D/)]<n — 1, 
2® les ensembles Ei„) •Di, £= 1,2, ... , constituent une base pour l’en- 
semble E(„), autrement dit, pour chaque point p e E(n), il existe parmi 
les ensembles Di un qui contient p et qui est de diamètre aussi 

O© 

petit que l’on veut, 3® en posant S —'S Fr (D/X on p £(n)(~(,E — S){o) 
et dim [£(„> — 5] < 0. 

En effet, pour k fixe, faisons correspondre à chaque point 
e £■(„) un ensemble ouvert G(p) contenant et tel que 
^ (f)] V* ®t dim {£■• Fr [G {p)]) < « — 1. D’après le théorème 

de Lindeidf (p. 102) on peut trouver une suite dénombrable 
Dit,\, Dk, 2 , ... d’ensembles G (p) dont la somme soit égale à celle 
de tous les G(p). En transformant la suite double en une 

suite simple, on obtient la suite {Di} demandée. 

Car chaque point p de £(„) étant contenu dans un ensemble 
O (p) arbitrairement petit, il existe un D/ tel que p s Z?/ CI O (p), 
d’où ia condition 2®. 

La condition 3® en est une conséquence en vertu de la for- 
mule évidente: {E — S) Fe (Dd = 0 = (£(/») — S) Fr (Di). 

On déduit comme cas particulier de l’énoncé précédent que. 

4. Tout espace n-dimensionnel contient une base dénombrable 
composée d’ensembles ouverts à frontières de dimension n 

En enlevant de l’espace ces frontières, on obtient un ensemble (i-di- 
menslonnel (ou vide). 

5. Im condition ASm X ^ n ' entraîne E^a} (Z {L^A’ 

En effet, si pé£(o), ir existe un entourage O de p tel 
que E - Fr (G) ^ 0. Donc (£ + X) Fr (G) ^ Fr (G) C ^ d’où 

dim [(£+ n, ce qui prouve que p e (E A X)(n}.i}. 

') Voir Ki M e n g é r, Ueber diè Dimension voit Punkimengen II feili 
Mop. «. Phys. 34 (i9â4), p: Wl, p. ürysohn, Fund. 

eti L. T n m àr fci n, Fand. Math. 8 i p, ^ 
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§ 21. Espace de dimension 0 '). 

I. Base de l’espace. Un espace est par définition de di- 
mension 0, lorsque chaque point est situé dans un entourage 
aussi petit que l’on veut et qui est à la fois fermé et ouvert (ce 
qui équivaut à l’hypothèse que la frontière de cet entourage est 
vide). On en déduit le théorème suivant, qui résulte d’ailleurs 
directement de § 20, 111, 4: 

Théorème /. Tout espace 0-dimensionnel contient une base dé- 
nombrable composée d'ensembles à la fois fermés et ouverts. 

On peut supposer, en outre, que le .. diamètre de ces ensem- 
bles ne dépasse pas un nombre positif donné d'avance. 

Corollaires. Dans un espace 0-dimensionnel: 1) Chaque en- 
semble ouvert (eh particulier, l'espace tout entier) est somme d’une 
suite d'ensembles disjoints, à la fois fermés et ouverts (et de dia- 
mètre aussi petit que l'on veut); 2) chaque ensemble fermé est pro- 
duit d'une suite d’ensembles à la fois fermés et ouverts. 

Pour prouver le cor. 1, posons conformément au théor. I: 

G — -}- /^2 + ••• — F I {F^ — Fl) ■)- {F^ — F , — F 2 ) + ••• 

où G est l’ensemble ouvert donné et F^, F.^, ... sont des ensembles 
à la fois fermés et ouverts. Le dernier membre de la formule 
représente la décomposition demandée. 

Le cor. 2 est une conséquence immédiate du cor. 1. 

Théorème T -). Dans un espace 0-dimensionnel, chaque ensemble qui est 

à la fois dense et frontière est le résultat de V opération (Si) effectuée sur un sy- 
stème régulier d'ensembles !/\ ) non vides, fermés, ouverts et tels que: 

^ . k ensembles et A^ ^^ pourvus des différents 

systèmes de n indices sont toujours disjoints. 

Soit Q l’ensemble en question: (? = • ... , où est ouvert et 

G„ ^ L’ensemble Q n’étant pas fermé, il existe un indice y, tel que Gj 

n’est pas fermé. On peut donc poser en vertu du corollaire 1: Gy = /î, + /Ij + ••• , 
les ensembles Ai étant fermés, ouverts, disjoints et non vides. 

Procédons par induction. Les ensembles supposés définis et 

assujettis à l’inclusion 
(i) 

pour un entier n > t, les ensembles Ai, h b . , seront définis comme il suit: 

^ 7 ... Hfi 

0 plupart des théorèmes ije ce § seront généralisés par induction 
dans le § suivant, où l’on trouvera aussi les renvois bibliographiques. 

*) Ce théorème interviendra dans l’étude des espaces complets (§ 32). 
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L’ensemble étant ouvert, il existe un indice > n tel que 

l’ensemble >4^^ n'est pas fermé; car autrement l’ensemble Q • Aj^^ 

serait fermé, . contrairement à l’hypothèse qu’il est dense et frontière dans 

oo 

poser comme auparavant: ^Jn^\ • V 

0 Vn+'i, les ensembles A,^^ étant fermés, ouverts, disjoints et 

non vides. En outre, on peut remplacer dans (i) n par n-\-\ en vertu de 
l’inégalité in-^i + 1» Qui implique que ^ C 

Les ensembles A^ j^^ étant ainsi définis pour chaque /i, nous allons 
démontrer que 0 coïncide avec le résultat de Topération (s^'f) effectuée sur ces 
ensembles. 

Soit, d’une part, p ^ 0, Donc p t Gj , Il existe par conséquent un indice tel 
que P £ Af^ ^ Supposons que p e Comme en outre p s ü existe un 

tel que p s Af^^ ^n-\-V parvient ainsi à la formule /; s • 

D’autre part, si cette dernière formule est vérifiée, rinclusîon (i) implique 
que /?£ &,• G-i 

II. .Séparation des ensembles fermés. Nous allons mon- 
trer que dans les espaces O-dimensionnels l’axiome de séparation 
peut être énoncé sous une forme plus avantageuse. Nous établi- 
rons à ce but un lemme de la Théorie générale des ensembles. 

Lemme. Etant donnés deux produits Infinis d'ensembles dé- 
croissants A = Al ■ A.J - ... et B — BiB ^- ... tels que AB=0, l’ensemble 

F=^Ai{l-Bi) + A,- {Bi - Bf) + ... + A„ ■ (B„.t - B„) + ... 

remplit les formules: A(Z.E, FB~0, 1—F= l — Ai-\-Ai Bi—A^ Bi + ... 

En effet, si p s >1, ou a /p non-s B. Par conséquent: ou bien 
p n’appartient à aucun B„ et alorsT» e • (1 — 5,), ou bien il existe 
un indice n tel que psB„^i — B„ et alors psAn {Bn~i — B„). Donc, 
en tout cas, p s F, d’où A Çf.F. 

Chacun des sommandes du développement de F étant dis- 
joint du produit .Bi • 5, • ... , on en conclut que FB = 0. 

Enfin, dans le développement de F en série alternée 

F ~ Al -r- AiBi -J- A^Bi A^B^ ... -f- AnBn—i — AnBn "H ... 

les termes sont décroissants et leur produit s’annule; le dévelop- 
pement denlandé de 1 — F en résulte directement (§ 12, I (4a)). 
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Théorème //. A et B étant deux sous- ensembles fertnés et dis- 
joints d’un espace de dimension 0, U existe un ensemble fermé et 
ouvert F tel que A C F et FB — 0. 

D’après le corollaire 2 on a en effet >1 = /Ij- Aj- , où les 
ensembles An sont fermés et ouverts. On peut supposer, en outré, 
que ces ensembles sont décroissants, car autrement on pourrait 
les remplacer par leurs produits partiels. Des remarques analo- 
gues s’appliquent à l’ensemble B — B^ B^- ... L’ensemble F du 
lemme précédent est alors l’ensemble demandé: il est ouvert 
comme une somme d’ensembles ouverts, il est fermé, car son 
complémentaire est une somme d’ensembles ouverts. 

Théorème III. Etant donnée une décomposition d'un espace 
0-dlmenslonnel en un système fini d'ensembles ouverts: ! = Gj ... -f- G*, 
il existe un système d'ensembles disjoints, fermés, ouverts et tels que 
\ = F,-\-... + Fh et F,COi. 

En effet, chaque G,- peut être remplacé par un sous-ensemble 
fermé Ht de façon que 1 = //j -f //* (d’après le cor. du § 16, II). 
Appliquons le théorème précédent au couple d’ensembles fermés 
^t disjoints Ht et (1 — G/). On en déduit l’existence d’un ensemble 
fermé et ouvert A!) tel que Ht(ZKt et Ki '{! — Qi) = 0, d’où 
1 — Ai -f ... -f- Kk et Kl C G/. Les ensembles F^ = Ai, F^ = Aj — Ai, ... , 
Fk = Kk — (Al + ... -f A*-i), ... satisfont à la thèse du théorème. 

III. Addition des ensembles 0-dimens!onnels. 

Théorème IV. Si un espace se laisse décomposer en une série 
(finie ou infinie) d'ensembles fermés: 1 = Ai -f A 2 -f ... dont tous, 
sauf peut-être le premier, sont de dimension 0, tandis que le premier 
est de dimension 0 dans un point donné p. l'espace entier est de di- 
mension 0 aU point p. 

Soit 5 une sphère ouverte de centre p. Il s’agit de con- 
struire un ensemble fermé et ouvert G tel que e G (_ S. 

L’ensemble G sera défini comme la somme d’une série d’en- 
sembles ouverts croissants G». Ces derniers seront définis par 
induction simultanément à des ensembles ouyerts croissants //», 
de façon que les deux conditions suivantes soient satisfaites: 

(i) G„ • H„ = 0 et (ii) An e 0» + ///,. 

L’enjiémble Ai étant de dimension 0 au point j?, il existe uù 
ensemble Al qui contient ce point et qui est feirmé et ouvert re- 
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lativement à Ai. L’ensemble /li étant fermé, les ensembles Fj 
et 4i — Fl sont donc fermés. On peut supposer de plus que Fi 
est contenu dans la sphère de sorte que les ensembles Fi et 
(i4i — Fl + 1 — 5) soient fermés et disjoints. En appliquant l’axiome 
de séparation (voir d’ailleurs § 16, II), on en déduit l’existence 
de deux ensembles ouverts Gi et Hi tels que 

C Oi, 'Al - Fl + 1 - 5 C ffi et Ôi Ri - 0. 

Les conditions (i) et (ii) sont donc satisfaites pour n = l. 
Supposons qu’elles le soient pour /t; nous allons les établir pour n + 1 . 

Les ensembles An^i Gn et An-^-i- fin étant fermés et disjoints 
et ^«- 1-1 étant de dimension 0 , il existe d’après le théorème II un 
ensemble F„+i fermé et ouvert dans>ln+i et tel que: /l^+i • 

H„ = 0. Les ensembles F„+i et A„+i—F„+i étant fermés 
(puisque An+i — Fn+i est fermé relativement à l’ensemble +« 4 . 1 , qui 
est lui-même fermé), les ensembles (Grt + Fn+i) et (Rn + A„^i — Fn.\.i) 
sont fermés et disjoints. En vertu de l’axiome de séparation, 
il existe deux ensembles ouverts Gn+i et tels que: 

Grt + Frt 4 -i (/n 4 -l , Rn~\~An-\-l Fn+iÇ2.Hn-^\ et G/ 14 .J ' ^n-j-l = 0 . 

Les conditions (i) et (ii) se trouvent donc satisfaites pour l’indice 

En outre, les ensembles Gn et Hn étant croissants, la con* 
dition Gn Hn = 0, qui résulte de (i), entraîne 0 « //», = 0 , quels 
que soient n et m (puisque G„ • //„+* C 0»+* ' = 0). Par con- 

OO oo' ' ■ 

séquent, si l’on pose G ~ ^ Gn et = il vient G// = 0 . 

, /is=l 

oo , oo , 

D’autre part, selon (ii), 1 =2” A„ Q E (G„+H„)—G+R et on en 

«=1 Bi=l , 

conclut que /y=l — G. Les ensembles G et H étant ouverts, l’en- 
semble G est donc à la fois fermé et ouvert. 

Reste à prouver que JP s G c; 5. Or par définition de Gj on a 
F * C Gj C G* D’autre part, par définition de //i on a 1 — 5(*I //j» 
d’où i — //i 5 et, les ensembles G et Hi étant disjoints, il 

vient G G I - // 1 E 5. 

ÇQtolUüres. 1 . La somme (Fane suite dénombrable d* ensembles, 
O-df/aà/prfqa/ta/s /arméf (ou, plus généralement, d’énsèmbies J^^^^^^ 
m&eB\onné\s)é$t^ 
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2. La somme de deux ensembles Q-dimensionnels dont un est 
à la fois un et un est 0-dimensionnelle. 

3. En ajoutant à un ensemble 0-dimensionnel un seul point, on 
n'altère pas sa dimension; en symboles: si dim 4=0, on a 4(o) = 1. 

4. G étant un ensemble ouvert, la condition dim {EO) < 0 
entraîne £■(0) = {E- 0)(„). 

Pour prouver le corollaire 1 on n’a qu’à considérer la somme 
des ensembles en question comme l’espace. Le corollaire 2 en 
résulte, car les deux ensembles envisagés sont des ensembles 
relativement à leur somme. Le corollaire 3 est un cas particu- 
lier du corollaire 2. Enfin, pour établir le corollaire 4, posons 
P e(E — G)(o), c. à d. d\m,,{p + E — G) — 0. L’ensemble p + E étant 
considéré comme l’espace et l’ensemble EG étant, dans cet espace, 
une somme dénombrable d’ensembles fermés de dimension 0, on con- 
clut du théorème IV que l’ensemble {p E— G) + EG —p-{- E est 
de dimension 0 au point p, c. à d. que p s E^o), d’où le cor. 4. 

Remarques. Le théorème IV serait en défaut, si l’on supposait seulement 
que A\mpA„ = 0. Divisons, en effet, l’intervalle 01 en une suite d’intervalles 
convergeant vers 0. Soit l’ensemble composé du point 0 et des intervalles 
pairs; soit l’ensemble composé de 0 et des intervalles impairs. Evidem- 
ment dim^/li = 0 = dim^.4j, tandis que dini^(4, -f- /l.^) — 1. 

On ne peut remplacer non plus l’hypothèse que A, est fermé par celle 
que Al est un F , comme le prouve l’exemple suivant: A., est une suite de 
points convergeant vers 0 (= le point p) et /l, — (l’intervalle 01 — A^). 

IV. Prolongement des ensembles 0-dimensionnels. 

Théorème V. Chaque ensemble 0-dimensionnel est contenu dans 
un Gs 0-dimensionnel. 

En effet, selon § 20, III, 3, à chaque ensemble £ correspond 
un ensemble .5 qui est un F- tel que ES = 0 et dim [£(0) — 5] 0. 

Or, si l’on suppose que dim £ = 0, on a selon N® III, cor. 3, £(o) = l. 
1—5 est donc un Gg 0-dimensionnel qui contient l’ensemble £. 

Théorème VI ‘). Chaque espace 0-dimensionnel est topologi- 
quement contenu dans Vensemble parfait non-dense G de Cantor. 

L’ensemble G de Cantor est par définition (§ 14, V, 2) l’en- 
semble des suites j = [jS 3^) •••] où 3' admet une des deux valeurs: 


‘) P. U r y s O b n, Fund. Math. 7, p. 77. 
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0 OU 2. Il s’agit de définir une fonction bicontinue $ (x) dont 
l’argument parcourt l’espace 0-dimensionneI considéré. 

Or, /?!, Ri , ... , Ri, ... étant la base de l’espace composée d’en- 
sembles qui sont à la fois ouverts et fermés (th. I, p. 120), posons 
l’(x) = 2 lorsque x e Ri et ^'(x) = 0 dans le cas contraire. 

La fonction j (x) ainsi définie est continue, car (§ 14, IV) 
la fonction s'(ji:) est, pour i fixe, continue, comme fonction cara- 
ctéristique d’un ensemble fermé et ouvert (§ 13, VI). Pour prouver 
que la fonction 5 (x) est bicontinue, reste à démontrer (§ 13, VIII (3a)) 
que la condition p e 1—^ entraîne s(p) s s (^). 

Or, par définition de la base, il existe un indice i tel que 
P ^ RtCZ."^ — ^ Donc i'{p) = 2, tandis que pour a: s A" on a 

S'(a:) = 0 ; par conséquent S (p) — S {x) \ > Vs' (nous identifions ici la 

suite 3 = [3', 3=, ... , 3', ...] avec le nombre + ... + + .••). Le 

nombre 3 (p) ne peut donc appartenir <à la fermeture de l’ensemble 
des nombres 3 (a:), c. à d. que 3 (p) s (' — 3 (AT). 

Corollaire. L'ensemble parfait non-dense ( ' de Cantor a le rang 
topologique le plus élevé parmi tous les espaces 0-dimensionnels. 

Car l’ensemble G est lui-même 0-dimensionnel, comme sous- 
ensemble frontière de la ligne droite (voir, § 20, I, exemples). 

Remarque. La même propriété appartient ausai à l’ensemble "Ic des nom- 
bres irrationnels (de l’intervaile 01). Car l’ensemble 'il, comme l’espace de tou- 
tes les suites infinies formées de nombres naturels, contient l’ensemble des 
suites formées de deux nombres 1 et 2, qui est homéomorphe a Inverse- 
ment 'il, comme ensemble frontière dans un intervalle, est 0-dimensionnel; il 
est donc contenu topologiqueraent dans G. 

On pourraibdire aussi; l’ensemble ainsi que "/t, ont le rang topologique 
le plus élevé parmi les ensembles frontières de l’espace des nombres réels. 

V. Espaces dénombrables. Chaque espace de puissance in- 
férieure à celle du continu est Q-dimenslonnel. 

D’une façon plus générale, si t’espace est d’ordre inférieur à 
c au point p (voir § 18, VII), l’espace est 0-dimensionnel en ce point. 

En effet, parmi les sphères de rayon < e, décrites du point "p, 
il y en a qui ont la frontière (la nSurface") vide (puisque les 
frontières de deux sphères différentes sont disjointes). Une sphère 
de ce genre est donc à la fois fermée et ouverte. 

Chaque espace dépombrable est topologiquement contenu dans 
l’ensemble 92 des nombres rationnels. 
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Soit, en effet, /l un espace dénombrable. A étant topplogi* 
quement contenu dans ( 2 , on peut l’imaginer comme sous*ensemble 
de l’espace des nombres réels. 

D’après un théorème classique de la théorie des ensembles 
ordonnés, les ensembles i4 4* 92 et ‘^12 ont le même type d’ordre, 
c. à d. qu’il existe une fonction croissante /(a:) (jui transforme 
4" 92 en ''H- Cette fonction est continue, car, étant donnée une 
suite ATj < jfa < - qui converge vers x (les points Xn et x étant 
supposés points de >l4- 92), x est dans l’ensemble A + '-lH le pre- 
mier point qui succède à tous les points Xn et, en vertu de la si- 
militude des ensembles i4 4- et 92, le point f \x) a dans l’en- 
semble '■ïl la même propriété par rapport à la suite /(JCi), /(at,), ... 
Or, si l’on supposait que / (jc) lim/(A:„), il existerait un nombre 

/fsroo 

rationnel à la fois supérieur à tous les /(a:„) et inférieur à /(a:), 
ce qui est évidemment impossible. 

Il est ainsi établi que la fonction / (x) est continue. Pour les 
mêmes raisons la fonction inverse x = f~\y) est continue; / est 
donc une homéomorphie qui transforme A en une partie de 92. 

Ajoutons qu’une méthode analogue permet de prouver faci- 
lement que tous les espaces dénombrables denses en soi constituent 
un seul type topologique (c. à d. qu’ils sont homéomorphes) ^). 

§ 22. Espace de dimension n. 

I. Addition des ensembles. 

(+) La somme d’un ensemble n-àimensionnel et d’un ensemble 
0-dimensionnel est de dimension n -H 1. 

Autrement dit, les formules dim (1 — Q) = « et dim Q = 0 
entraînent dim 1 < « -f 1. 

L’ensemble Q + p étant 0-dimensionnel, quel que soit p (§ 21, 
III, 3), il existe un entourage G de p aussi petit que l’on veut et 
telque Q Fr(O) = 0 (d’après § 20, II, 2o), c. à d. que Fr(0)Cl -Q, 
d’où dim Fr (G) < n. Donc dim 1 < n -f 1. 

Théorëtm /*). Si un espace se laisse décomposer en une série 
(finie ou irif^ie) d’ensembles fermés n~dimensionnels: 1 = A* 4- ... , 
il est lui-même de dimension n. 


*) W. SierpiAski, Fund. Math. 1 (1920), p. Il et Wektor 1915. 

*) Voir W. Hurewicz, NormaU>ereiche und Ùlmensionstheone, U&ih. 
Ann. 96 (1927), p. 760 çt L. Tnaiétki ïi, Ueber die DiHtenSlon nicht àbgeschlos.- 
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L«> théorème étant vrai pour n =? O (§ 21, HI, théor, IV), -suppo- 
aons quil soit vrai pour « — 1. Posons BiM Ai et, en général, 
5* --{5i Les e sont donc des /V 

disjoints et l’on a: 1 = Bi -f -Sj + , dim B* < n. 

D’après è 20, IIÏ, 3 (en y posant B* = B C ^(n) et «S* = è S), 
il existe un ensemble B*, somme d’une infinité dénombrable 
d’ensembles de dimensioh •</ 2 — 1 fermés dans B/,, et tel que 
dim (B* — Ba) 0. Les ensembles fermés 'dans B^ étant des F, , 
puisque B* est un F,,, et la somme d’une infinité dénombrable 
d’ensembles de dimension n — î étant par hypothèse (« — l)- 
dimensionnelle, on a. dim B* •< n — 1, d’où pour la même raison 
dim (Si + $2 -f ...) < « — L 

Les ensembles Ba étant disjoints, il vient: 

Bi ■ 2 (Bm - Ba) = ^ (B,- Ba - B*) == B, - Ba. 

A=1 *=1 

On voit ainsi que l’ensemble Bi—Si, comme produit d’un Fg et 

OO 

de S (Ba — Ba), est un F, dans ce dernier. Donc l’ensemble 

A=l 

o*> 

S (B/t — Ba), considéré comme l’espace, est somme d’une série d’en- 

A=1 

semblés Fg de dimension •< 0. Par conséquent dim \^ (Ba — BaX0. 

. A=1 

oo oo oo 

L’identité 1 = 2" Ba = ^ St + E (Bu — Ba) représente donc res> 

■ A=1 ' À=1 " A=.r 

pace comme une somme d’un ensemble de dimension ^ t- 1 et 
d’un ensemble de dimension < 0, D’après (+) l’espace est de di- 
mension ■<«. 

Cqrollatres, 1. La somme d’une suite dénombrable d’ensembles 
n-dimensionnels est n-dtmensionnelle. 

2. La somme de deux ensembles n-dlmensionnèls dont un est 
à la fois un Fg et un 0$ est n-dimenslonnelle. 

3, En ajoutant à un ensemble (non vide) un seul point on 
n’edtere pas sa dimension. 


sentir MeAgien, : Math. Anu (1^), pi 64t. Pour- le èae de retopacé- çowpact, 
Voir lÇ. t!d à B g e r, Monattihr îltj p. l 
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4. Etant donnés un ensemble E et un entier n, il existe un 
ensemble S qui est un tel que 

dim£5 <« — 1 , £■(„) C (E — 5)(o) et dim [£(„) — 5] < 0 . 

En particulier, chaque espace n-dimensionnel se compose d'un F, 
(« — lydimensionnel et d’un 0-dimensionnel. 

5. G étant un ensemble ouvert, la condition dim {EG) •< n 
entraîne E(„) ~ (E — G)(„). 

6 . Etant donné: 1 = Ai + A 2 + ..., où Ak fermé, diinpi4i<;n, 
dim Ak ^n pour k> alors dini,,l,-< n. 

Les cor. 1 — 3 sont des conséquences faciles du théor. 1 
(cf. d’ailleurs la démonstration des corollaires du ih. IV, p. 122). En 
envisageant l’ensemble 5 du § 20, III, 3 et en considérant l’ensemble 
ES comme l’espace, on déduit du cor. 1 que dim E5 C n — 1. 

En particulier, si E désigne l’espace «-dimensionnel tout en- 
tier, il vient £(«) — 1 et 1 = (1 — S)(o), d’où dim (1 — 5) = 0. 

Le cor. 4 se trouve ainsi établi. En y substituant respec- 
tivement E — G et EG à E, on en déduit l’existence de deux 
ensembles E,: 5 et UP' tels que l’on ait: dim {SE — G) n — 1 , 
(E - G)(„) C{E- G- S)(o), dim ( WEG) < « - 1 et dim (EG - W) < 0 , 
puisque par hypothèse EG CI (E^G)(„). Or, l’ensemble E~G — S s’ob- 
tenant de (E — G — S + EG — W) par soustraction de l’ensemble 
ouvert G, dont le produit avec ce dernier est 0-dimensionnel, on 
conclut de § 21 , III, cor. 4 que (E— G — 5-f EG — ll?’’)(o) = (E — G— 5)(o). 

Les ensembles SE— G et WEG étant de dimension <« — 1 et, 
en outre, des F^ relativement à E, il résulte du corollaire 1 que leur 
somme est aussi de dimension <?C« — 1. Par conséquent (§ 20, III, 5): 
(E-G-^-l-EG-M^'Xo) C (E- G-S+EG-W+SE- G+WEGy„y - E(„), 
donc (E — G)(n) G (E — G — S\o) d E(„), d’où le cor. 5. 

Pour prouver le cor. 6 , posons E = 1 et G = 1 — A^. D’après 
le cor. 1 on a dim (/Ij -f /I 3 -f ...) < «, donc dim G •< «. L’hypo- 
thèse pe(i — G^n) implique donc en vertu du cor. 6 que dim^,! < «. 

Théorème 2 1). Pour qu’un espace (non vide) soit de dimen- 
sion <; «, il faut et il suffit qu'il soit une somme de « 4- 1 ensem- 
bles 0-dimensionnels. 


’) w. Hurewicz, 1 . c. p. 76ret L. Tumarkin, 1. c. p, 641. 
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Le théorème étant évident pour n —0, supposons qu’il soit 
vrai pour n — 1. D’après le cor. 4, un espace /i-dimensionnel se 
compose d’un ensemble 0-dimensionnel et d‘un ensemble (/; — 1)- 
dimensionnel. En décomposant ce dernier en n ensembles 0-dl- 
mensionnels, on obtient une décomposition de l’espace en « + 1 
ensembles 0-dlmenslonnels. 

Le fait que la somme de n + 1 ensembles 0-dimensionnels 
est de dimension < n est une conséquence immédiate de (+). 

Corollaire i). Si dim A — n et dira B — m, on a dira (4 + 5X 

< n 4- m + 1. 

II. Séparation des ensembles fermés. 

Théorème 3 (généralisation du th. II). A et B étant deux 
ensembles fermés et disjoints, situés dans un espace n-dlmensionnel, 
il existe un ensemble ouvert G tel que 

AC.G, G B = 0 et dim [Fr (G)] < « - 1. 

Soient, conformément à l’axiome de séparation, U e>iV deux en- 
sembles ouverts tels que: A U, B V ei Ü - V = a. Soit, con- 
formément au cor. 4 du N“ précédent, Q un ensemble O-dimen- 
sionnel tel que dim (1 — Q) — « — 1. Les ensembles Q - Ü et Q-V 
étant disjoints et fermés dans Q, il existe selon le th. II (§ 21, II) 
un ensemble F fermé et ouvert relativement à Q et tel que 
Q • f7 CI ^ et Q - V- F —0, d’où V F = (puisque F (2 Q)* 

L’inclusion entraîne B FÇ2V-F et l’égalité V F=Q 

donne V- F Or, V étant ouvert, cette égalité implique que 
V F =0, donc que B F —0, Les ensembles 5 et F sont donc 
séparés. Par raison de symétrie il en est de même des ensembles 
A et Q — F. Comme, en outre, les ensembles A et B, ainsi que 
F et Q — F, sont séparés par hypothèse (voir § 16, V, 3), on en 
conclut (§ 16, V, 4) que 4 + F et S + Q — F le sont aussi. 

Il existe par conséquent (§ 16, V, 6) un ensemble ouvert G 
tel que 4 + F(Z G et G • (F-|- Q — F) = 0. Donc A (2 G et G - B = 0. 


’) Ce corollaire peut d’ailleurs être déduit par l’induction complète 
directement de la définition de la dimension (plus précisément de § 20, 11 (2)). 
Voir K. Me n g er, Dimensionstheorie, p. 114. 

*) W. H ur e w I c Z, 1. c. p. 763 et L. Tumarkin, 1. c. p. 663. Comp. 
P. U r yji o h n, 1. c. p. 316. 

C. Kuratowski, Topologie I. 


9 
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En outre, FÇ_G et G - QC2F, d’où (G — G) - Q — 0, dé sorte que 
Fr (O) — G — G d 1 — Q et dim [Fr (G)] < diin (1 -- Q) = n — 1. 

En rapprochant le th. 3 de l’ax. de séparation, on voit que 
ce théorème présente — dans le cas d’un espace n-dimensionnel— 
une condition plus avantageuse que cet axiome. On a vu que Fax. 
de séparation ' pouvait être formulé aussi comme il suit: chaque 
couple d’ensembles fermés et disjoints peut être séparé par un 
ensemble fermé. A cet énoncé correspond le 

Corollaire I. Chaque couple d’ensembles fermés et disjoints 
situés dans un espace n-dlmensionnel peut être séparé par un en- 
semble fermé de dimension -^.n—l. 

Notamment, la frontière de l’ensemble G du th. 3 est un 
ensemble de dimension < n — 1 qui sépare les ensembles A et B. 

Corollaire 2. La condition énoncée dans le th. 3 est nécessaire 
et suffisante pour que l’espace soit < n-dimensionnel. 

La condition est nécessaire en vertu du th. 3. Inversement, 
en identifiant A avec un point p donné et B avec le complémen- 
taire d’un entourage ouvert de ce point, la condition considérée 
implique que dim^l n. 

III. Décomposition d’un espace it-dimensionnel. 

Théorème 4 i) (généralisation du th. III). Etant donnée une 
décomposition d’un espace n-dlmensionnel en un système fini d’en- 
sembles ouverts: 1 = 0, -f- ..• + G*, il existe un système d’ensembles 
ouverts //„ ... , Hk tel que l’on a 

(i) 1 = //, + ... + Hk, Hi d Gt et • ... • ~ ^ 

pour chaque système de n-\- 2 indices différents: iy, ...,i„^i. 

Conformément au th. 2 l’espace se compose, en effet, de n-\- \ en- 
sembles O-dimensionnels: 1 = Q, + ...4- Qn+i. Chaque Q/ se laisse 
décomposer (th. III, p. 122, où Q; est considéré comme l’espace) enA 
ensembles disjoints, contenus respectivement dans les ensembles Gt 


‘) Dans le Chap. IV nous établirona le théorème inverae: ai à chaque 
décompoaition 1 = G, + ... -f- 0* correapond une décompoediion 1 = //, -f- .„ 
aatiafaiaant aux conditiona du th. 4, l’eapace eat de dimenaion <;». On y trou- 
vera auaai quelquea généraliaationa du th. 4. 

Le th. 4 eat dû à M. Menger, voir Dimrnjfo/wWep/'fe, p. 158; cf. P, Ü r y- 
8 0 h n, 1. c. p. 292. 
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et relativement ouverts dans Q/. En formules: Q/ = + ... + ///* 

et HjiQ Gi. 

Les ensembles //yi, ... , //y*, comme disjoints et relativement 
ouverts dans Qj, sont deux à deux séparés; il existe donc (d’après 
§ 16, V, 7) un système d’ensembles ouverts et disjoints V^i, ... rVy* 
tels que fiji(Z V/i. Posons /// == (Vu + ... + Vb+i,/)- O;. Il vient: 


«-fl k /I-hl k k rt-hl 

l=^Qy = i: iHjrGiCi s Vjr 

/=! y=t i=i y«=i f=i i=i y=i 


Gi- 


-IH, 


Enfin, si l’on supposait que p s • ... • il existerait né- 
cessairement un indice J <! n-t- 1 et deux indices différents l et i' 
tels que P 6 Vy/ • Vy/'. Mais cela contredit l’hypothèse que les en- 
sembles Vyi, ... , Vjk sont disjoints. 

Remarque. En vertu du corollaire du § 16, II, chaque Hi 
contient un domaine fermé H* tel que 1 — H*i + ... + //*. Ainsi, les 
ensembles ouverts Ht peuvent être remplacés dans l’énoncé du théo- 
rème 4 par àes domaines fermés. 

Corollaire 1. Etant donnée une décomposition d'un espace n-di- 
mensionnel en un système fini d'ensembles fermés: 1 = Fj -]- ... -f- Fk, 
il existe pour chaque €>0 un système de domaines fermés Hi , ... , Hk 
assujettis aux conditions (i), où. Gt désigne la sphère généralisée 
ouverte de centre Fi et de rayon c. 

Corollaire 1 généralisé. Etant donnés dans un espace (de di- 
mension arbitraire) un ensemble fermé F de dimension n et une 
décomposition de l'espace en un système fini d'ensembles fermés: 
1 = Fl 4- ... + Fk, il existe pour chaque € > 0, un système d’ensem- 
bles ouverts tels que: 1 = Qj -|- ... + Q*, F- Qt^ • ... • = 0 pour cha- 

que système de n -f- 2 Indices différents et que Qt soit situé dans la 
sphère généralisée ouverte Gi de centre Fi et de rayon c. 

Appliquons, en effet, le corollaire 1 (qui est une conséquence 
directe du th. 4) à l’ensemble F = F*/\-|-...-t- F- F*, considéré 
comme l’espace. D’après le théorème du § 16, H, U existe un sys- 
tème d’ensembles ouverts Vj, ... , V* tels que /// (^ V/ et que les 
systèmes //j, ... , Hk et Vi, ... , Vk soient semblables au sens com- 
binatoire. On a donc Vti - ... • = 0 pour chaque système d’in- 

dices différents. On peuty de plus, supposer que Vi(~ O/, car on 
peut remplacer Vy par Vf Gi. 
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On a f = //i + ... 4- C Il existe donc, con- 

formément à l’ax. de séparation, un ensemble ouvert K tel que 
FC KC KCVx + - + Par suite Fi - ( + ... + 14) COi-K. 

Or, posons Q,- = Vf + Gi — K. Il vient: 


1 = ZFi^-E K/-f iU-l v\cé Vi + hGi-K) = lQi. 

(=1 (=1 /=i L j-=\ J '=1 <=i <=i 


En outre, comme F l — K= F— K=0, on a F- Gi — K=0, d’où 
F- Qi^ ■ ... • Qi„^2 ~ ' ^'/i+2 ~ 


Corollaire 2 *). Etant donné un espace n-dimensionnel totale- 
ment borné, à chaque c > 0 correspond une transformation continue 
y — f {x) de cet espace en un sous-ensemble d’un polytope à n di- 
mensions “) et telle que P on ait 8 [/~’(j/)] < e, quel que soit y. 

En effet, l’espace étant totalement borné, on peut supposer 
que les ensembles Gi, ... , G* du th. 4 soient de diamètre < c. Or, 
le «nerf" N du système ... , Hk étant (d’après (i)) composé 
de simplexes de dimension <! « (§ 15, XI), il existe une transfor- 
mation continue y=f{x) de l’espace en sous-ensemble de la 
somme des simplexes de A/ telle que /■Hp/,... /?,„,) — 
quel que soit le simplexe Pi„.:pi„ dont N est formé (voir § 15, XI 
et XII); y étant une valeur donnée de la fonction /, posons 
- Pim' I* vient 8 [f~ ^{y)] ^ {fiô < 3 (G,;) < €. 


IV. Prolongement des ensembles n-dimensionnels. 

Théorème 5 (généralisation du th. V) ’). Chaque ensemble 
n-dimensionnel est contenu dans un Gg n-dimensionnel. 

En effet, E étant un ensemble n-dimensionnel, on a 
£■ = Qj + ... 4- où les ensembles Q, sont 0-dimensionnels (th. 2). 
D'après le th. V (p. 124), l’ensemble Qi est contenu dans un Gg 
0-dimensionnel: Q, C Q*i' On a donc £ Qr4- ••. 4- Qn+i et cette 
dernière somme est un Gg de dimension n (d’après le même th. 2). 


») P. Alexandre ff, C. R. Paria, t. 183 (1926), p. 640, Math. Ann. 98 
(1928), p. 635 et Ann. of Math. 30 (1928), p. 6. Voir aussi nia note de Fund. 
Math. 20 (1933). p. 193. Les termes «sous-ensemble d’un polytope“ peuvent 
être remplacés par «polytope* (voir § 15, XII). 

‘) La «dimension* est entendue ici dans son sens classique. 

’) Théorème de M. T u m a r k i n, 1. c. p. 653. 
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V. Noyau dimensionnel. 

Théorème 6 ^). Dans an espace n-dimenslonnel l’ensemble des 
points où. l’espace est précisément de la dimension n, c. à d. l'ensemble 
1 — (dit „noyau dimensionnel) est de dimension >/î — 1. 

D’après le cor. 4 du N®I, il existe un ensemble 5 qui est un 
F. tel que dim S ^ n — 2 et dim (l(n-i) — 5) <1 0. L’ensemble 
1 — Ifn-i) étant selon § 20, III, 2 un /?, le cor. 1 du N“ I et l'hypo- 
thèse dim (1 - < K - 2 entraînent dim (1 - 1(„- ,) + 5)< fl - 2. 

Mais alors l’identité 1 = [1 — + 5] + [l(n-i) — 5] donne 

dim 1 fl — 1, car en ajoutant un ensemble 0*dimensionnel, on 
augmente la dimension d’une unité au plus (cor. du th. 2, p. 129). 

On démontre de plus que chaque ensemble (non vide) qui est ouvert 
dans le noyau est d’une dimension '^ n — 1 *). La fermeture du noyau est en 
chaque point du noyau de dimension n »). 


VL Espaces faiblement /z-dimen$ionnels. Un espace «-dimensionnel 
dont le noyau n’est pas «-dimensionnel (il est alors selon le th. 6 de dimen- 
sion « — 1) est dit faiblement n-dimensionnel. 

Comme exemple d’un ensemble faiblement l*dimensionael considérons 
l’ensemble des points du plan (jc,f (x)) où x appartient à l’ensemble de Cantor: 


et 


+• 


«. < «a < - 


/(^) = 


<-!>"' 4 . 1 — 1 )".’ , .. 4 . Ir 1 ) "* 
2 2» ^ 2 fe 


+ • 


/( 0 ) = 0 . 


Le noyau de cet ensemble se compose de points dont l’abscisse est 
une extrémité droite d’un intervalle contigu ^). Comme ensemble dénombrable, 
le noyau est donc O-dimensionnel. 

On prouve®) qu’il existe des ensembles faiblement «-dimensionnels, 
quel que soit «. 


0 Théorème de M. M e n g e r, Das Hauptproblem über die dimensionelle 
Struktiir der Rüume, Proc. Akad. Amsterdam 30, 1926, p. 141. 

2) Ibid. 

®) W. Hurewicz, 1. c. p. 762 et L. Tu mark! n, I. c. p. 652. Cf. 
K. M 6 n g e r. Monatsh. 34, p. 144 et P. U r y s o h n, 1. c. p. 270. 

^) Voir ma note Une application des images de fonctions à la constru^ 
ction de certains ensembles singuliers, Mathematica 6 (1932), p. 120. Le premier 
exemple d’un ensemble qui est de dimension 0 en chaque point, excepté une 
infinité dénombrable, a été donné par M. S i e r p i A s k i, Fund. Math. 2 (1921), 
pp. 81—95. 

*) Théorème de M. M azurkiewic Z, Sur les ensembles de dimension 
faible, Fund. Math. 13 (1929), p. 212. 
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VIL Familles dimensiolmantes. La propriété de respace d’ôtre de di- 
mension <;/i dans un point p est un cas particulier de la propriété suivante: 

étant une famille d’ensembles, convenons de dire qu’elle l’es- 

pace dans un point /?, si p est situé dans des entourages aussi petits que l’on 
veut dont la frontière appartient à F *)• 

Dans le cas particulier, où F désigne la famille des ensembles de di- 
mension l68 points où l’espace est dimensionné par F coïncident 

avec ceux où l’espace est de dimension 

Imposons à la famille F les deux propriétés suivantes (qui appartien- 
nent à la famille des ensembles de dimension C /i — 1): 1® t hérédité, c. à d. 
que la formule X C KeF entraîne ATeF; 2® la F ^-additivité, c. à d. que les con- 
ditions: F QÏ X^ fermé dans 5 = A'i -f* + ••• entraînent S e F ®). 

Comme Ta montré M. Hurewicz (dans son ouvrage précité), une 
grande partie de la théorie de la dimension peut être réduite à l'étude des 
ensembles O-dimensionnels et des familles héréditaires F -additives. Ce mode 

G 

de procéder (qui est plus abstrait que celui du texte) a l’avantage d’être appli- 
cable aussi à des problèmes qui n’entrent pas dans le domaine de la théorie 
de la dimension. 

Citons sans démonstration (qui est d’ailleurs tout-à-fait analogue s celle 
des théorèmes correspondants du § 22) quelques théorèmes fondamentaux sur 
les familles F héréditaires et F^-additives: 

1) Pour que l'espace soit dimensionné (en chaque point) par F, il faut 
et il suffit qu’il se compose d’un ensemble appartenant à F et d’un ensemble 
de dimension < 0. 

2) Pour que l’espace soit dimensionné par F, il faut et il suffit que 
chaque couple d’ensembles fermés et disjoints se laisse séparer par un en- 
semble fermé appartenant à F. 


0 M. M e n g e r se place à un point de vue plus général encore: un 
point est dit un „F-point*, s’il appartient à des entourages aussi petits que 
l’on veut et qui jouissent de la propriété F. Voir Math. Ann. 95 (1925), p. 281. 
Le terme suggestif , dimensionner l’espace", que je dois à M. Knaster, 
remplace ici la dénomination ..Unstetigkeitspunkf* de M. Hurewicz, em- 
ployée par cet auteur dans l’ouvrage Normalbereiche und Dîmensiônstheorie, 
Math. Ann. 96 (1927). 

Une propriété analogue (mais non équivalente) à celle d’être un point 
où l’espace se trouve dimensionné a été étudiée par M. G. T. Whyburn: il 
s’agit des points p de la forme p = Gi • O 2 • ... , où est un entourage de p et 
Fr(G^)tF. Voir Fund. Math. 16 (1930), p. 169. 

*) Une famille héréditaire et F^-addltive est nommée par M. Hure- 
wicz .Normalbereich". 

Les familles qui satisfont aux conditions 1® et 2® et qui, en outre, con- 
tiennent tous les ensembles homéomorphes à leurs éléments, ont été étudiées 
par M. K. K unugui dans ses recherches sur les relations entre les notions 
de dimension et de rang topologique (•dimension au sens de M. Fréchet*). 
Voir sa Thèse, Sur la Théorie du nombre de dfmenirioits, Paris 1980, p. 41. 
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3) F et F| étant deux fàmilles héréditaires et F^^additives, la famille 
des sornmes -Y + K où ^é F et KeF, est héréditaire et F^-additivé. 

4) ha fàmille des ensembles dimensionnés par F est héréditaire et 
/î^j-additive, 

5) Si l’espace se laisse décomposer en une série dénombrable d’ensem* 
blés fermés dont tous, sauf un peut-être, sont dimensionnés par F, tandis que 
l’ensemble exceptionnel est dimensionné par F au point /?, l’espace entier se 
trouve aussi dimensionné par F au point p. 

6) L’ensemble des points où l’espace n’est pas dimensionné par F (le 
«noyan*' de l’espace) est un F^. S’il n’est pas vide, il n’appartient pas à F. 


D. Produits cartésiens. Suites d’ensembles (§§ 28 — 25). 

Les espaces considérés dans les §§23*^25 sont supposés métriques, mais 
pas nécessairement séparables. L’hypothèse de la séparabilité sera faite ex- 
plicitement partout où il en est question. 

§ 23. Produits cartésiens. 

I. Règles de calcul. L.e produit cartésien StX '^ des espa- 
ces et ’y, que nous allons étudier de plus près dans ce §, « été 
défini comme l'ensemble de tous les couples ix,y) où x e^C et 
la convergence de la suite = (ji:», vers le couple (JC, y) 
étant équivalente à la réunion des conditions )im x„ = x et lim y» 

(§ 14, IV)‘). On a vu aussi (§ 15, VI) que 9C et deux 

espaces métriques, la distance dans l’espace 9Cx'^]/ peut être dé- 
finie par la formule 

Nous allons établir à présent les règles de calcul suivantes: 

(1) rxB = ÂXB 

(2) Int XA X B) = Int (A) X Int (B) 

(3) Fp XA X 5) « Fr (-4) X ^ + 4 X Fr (fi) *) 


Qn peut aoB^ cousidérer .ta notion de produit «artésien dans un 
6»pAte satisfaisant aux axiomes I— lit: on jsonvient à ce but que, 3 étant 
un enaeinble situé ^^ns 9C X% on a (x, y) 1 3 iorsque l’inégalité (4 X 4) 3 4= P 
sé présente pour eitagUe couple d’enseitubtas ouverts 4 et 4 contenant X et y 
rèspectiveniebt. PinSfénrs théorèmés de ee g sont valables pour le prodnlt 
eaf téBién ainsi conçu. Cf. Étu^klopoMà m. 1, 10^ p. 176. 

Cf. X. M e n ge r; 246. 
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(4) (A X By =^A' XB + ÀXB' • 

(5) 8 {A X B) = /r8(ï)F+[3(5# . 

ad (1) (fermeture du produit). La condition (x, y) e À X B 
équivaut à l’existence de deux suites Xn^A etyn^ B telles que 
l\mx„ — x et Wmyn—y- Cela revient à dire que xeÀ etyeB. 

ad (2) (intérieur du produit). Par définition de l’intérieur (p. 24) 
on à Int (A X B) ='X X 9/— X y~ À X B, de sorte qu’en appliquant 
l’identité (§ 2, II, 5): 'XXy- (AX B) = OC- A)X y+ X X (y- B), 
il vient Int (AXB)^ {X X y- (X -À) X y] [XXy- a; x (q/-ô)] = 

= [xx y- X- A xy]-[xxy-xx y-B] = \(X -x-A) x y] ■ 

■ [X X (y-y^B)] = [Int (A) X y] • [X x Int (fi)] = Int (A) X Int (fi) 
en vertu de § 2, II, 6. 

ad (3) (frontière du produit). On a d’une façon analogue: 

Fr (A XB)=^A X fi • X -)f:Ax fi = (4 X fi ) • [a:-4 X y+ x x y-ë] = 

= Fr (4) X fi + 4 X Fr (fi). 

ad (4) (dérivé du produit). On a les équivalences suivantes: 
(a, b)t(A X fi)’^= (a, b) s Âx B~-(a~, b) ^(a, b) s (4-fl) X fi+ 4 X (B-b) ^ 
æ(a, 6) sf4 — a X fi + 4 X fi — {soit (a^ A — a et bsB), soit(a£4 
et 6 s fi — 6)} iïæ {soit (a, b) e A' X fi, soit (a, b) s À X. fi’}. 

ad (5) (diamètre du produit). On a en vertu de la formule (i): 
[8(4 Xfi)p=[max / 1 x—x^ \^-\-\y—yi |*]”=max | x— a:, |-+max |_y— |^= 
= [8 (4)]* + [8 (fi)]% où X et Xj varient dans 4 et et yi varient dans fi. 

11. Invariants de la multiplication cartésienne. 

1. Pour que le produit AX B (de deux ensembles non vides), 
soit respectivement fermé, ouvert, dense, il faut et il suffit que les 
deux ensembles A et B le soient également. Pour qu'un point (a, b) 
soit un point isolé de l'espace XX y, il fqut et il suffit que a soit 
un point isolé de X et b de y. 

Car on a selon (1) et (2) les équivalences suivantes: 

{4X fi = 4Xfi}^{4Xfi = 4Xfi} ^{4 = 4 et fi = fi} (cf. § 2, II, 4a) 
{Int(4Xfi)=4Xfi}^{Int(4)Xlnt(fi)=4Xfi}^{Int(4)=4 et Int(fi)=fi} 

{âxTb = xxy)^{ÂxB = xxy)^{Â^x et B = y}. 
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La condition que le point {a, b) soit un point isolé de l’es- 
pace 9 l X *3/ signifie que l’ensemble composé de ce point est ouvert. 
Cela équivaut à dire (comme nous venons de montrer) que les 
points a et b constituent deux ensembles ouverts, c. à d. que a 
est isolé dans 9C b dans y. 

2. Pour que le produit AX B soit respectivement un ensemble 
frontière, non-dense, dense en soi, il faut et il suffit qu’un de deux 
ensembles A ou B le soit également. 

Cela résulte des équivalences suivantes: 

{Int (>1 X 5) - 0} ^ {Int {A) X Int {B) = 0} ^ {Int (A) = 0oa Int (B) = 0} 
{Int(ÆX fl)=0}^MInt(>l X5)=0}^{soit Int(<4)=0, soit lnt(è)=0). 

Enfin, la dernière partie de 2 résulte de 1, car, pour que le 
produit A X B ne contienne aucun point isolé, il faut et il suffit 
que soit A, soit B n’en contienne aucun. 

Il résulte des théorèmes précédents que les propriétés sui- 
vantes sont des invariants de la multiplication cartésienne: d’être 
fermé, ouvert, dense, frontière, non-dense, dense en soi. On con- 
clut facilement (du § 2, II, la et 2a) qu’il en est de même des 
propriétés d’être un et d’être un G^. Il en est encore de même — 
comme nous allons voir— des notions d’ensemble clairsemé, d’en- 
semble de I-re catégorie, de la propriété de Baire. 

III. Ensemble Désignons, pour abréger, par ‘3/* l’en- 
semble {x) X y, c. à d. l’ensemble de tous les points du produit 

X y à r^abscisse” jf. Dans le cas où 'X et y désignent les 
axes rectangulaires du plan, y’‘ est donc la 'droite d’abscisse x, 
parallèle à l’axe y. 

L’ensemble y* est évidemment boméomorphe à y, la pro- 
jection (voir § 2, III) de y^ sur y étant une homéomorphie (même 
plus: une isométrie). Par conséquent, si un ensemble situé dans y’’ 
jouit d'une propriété topologique relativement à y’‘, sa projection 
sur l’axe y jouit de la même propriété relativement à y. 

IV. Ensembles clairsemés Soient Z un ensemble dense en 
soi situé dans le produit XX y et A la projection de Z sur l’axe X. 
Si a est un point isolé de A, l’ensemble Z- y” est dense en soL 


’) Voir la note de M. Ulam et de moi Quelques propriétés topologiques 
du produit combinatoire, Fund. Math. 19 (1932), p. 248. 
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Soit, en effet, {a, b) un point arbitraire de Z - ^«. L’enseiftWe Z 
étant dense en soi, on a (fl, é) = lim (û«, &«) et (fl, (ü«j e 2. 
Il vient fl =! lira fl» et, fl étant un point isolé dé i4, on a pour fl 
suffisamment grand fl« = fl, d’où (fl/,, fl„) e De plus ù,, fl, 

car autrement on aurait (fl„, fl») == (fl, fl). Par conséquent (a, fl) est 
un point d’accumulation de l'ensemble Z c. q. f. d. 

Dans les mêmes hypothèses sur A ei Z, si A n’est pas dense 
en soi, la projection de Z sur Taxe y contient un ensemble dense 
en soi (non vide). Car elle contient un ensemble homéomorpbe 
à z y" où fl est un point isolé de A. 

Il en résulte que, pour que le produit de deux espaces (non 
vides) soit clairsemé, il faut et il suffit que les deux espaces soient 
clairsemés. 

Car, si 9C ou y contient un sous>ensemble dense en soi (non 
vide), le produit SY X y en contient également un (N® II, 2). Inver- 
sement, si VCXy contient un sous-ensemble dense en soi (non 
vide) Z, la projection de Z soit sur 9C, soit sur y, contient un 
ensemble dense en soi (non vide). 

V. Ensembles de I-re catégorie. 

Théorème ^). Z étant un ensemble non-dense situé dans le pro- 
duit des espaces VC et y (dont le deuxième est séparable ^)), Il existe 
dans l'espace SC un ensemble P de I-re catégorie tel que pour chaque 
point X de SC — P l’ensemble Z-y‘‘ est non-dense dans y^. 

Soit /?!, Ri, ... la base de l'espace séparable y. Soit E„ l’en- 
semble des X tels* que xX R„ (2 Z’y*. Il vient En X Rn (Z.Z-y’‘. 

L'ensemble En est non-dense. Car, dans le cas contraire, en 
désignant par G un ensemble ouvert contenu dans Zr, on' aurait 
0:^ GXRn(2iÈnXR„ = EnXR„(2iZ'y^(2Z, contrairement à l’hy- 
pothèse que Z est non-dense. L’ensemble P — ^x est donc 

de I-re catégorie. 


‘) Ibidem, j^éor. 1. En tenant compte de l’analogie «vec les axfss rec- 
tangnlaires dn p||n, ce théorème peut être énoncé cemine suit: un ensemble, 
s uperficiellement non-dense egt Jinéallrement non-dense sur 
«presque toute* droite parallèle i l’axe '3/. 

•) Cette hypothèse est essentielle. Voir Ibid. p. 248, renvoi .*). 
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Supposona par impossible que a: s 9C — P et que Z ne 
soit pas! non-dense dans ^^ L’ensemble Z- contiendrait alors 
uû ensemble ouvert dans donc un ensemble jcX P« (puis- 
que les ensembles a: X P„, « — 1, 2, ... , constituent une base de ‘jî/-*). 
Or, l'inclusion AC X P„ C implique par définition de £« que 

E„(^ P, contrairement à l’hypothèse. 

Corollaire 1. Z étant un ensemble de I-re catégorie situé dans 
le produit 9C X ')/ (où, y est séparable), l'ensemble Z-9/« est de 
t-re catégorie dans abstraction faite d'un ensemble des x de 
I-re catégorie. 

Soit, en effet, Z = Zi-|-Z 2 où les ensembles Zn sont non- 
denses., Soit (en vertu du théorème précédent) Pn un ensemble 
de I-re catégorie tel que pour xsVC — Pn l’ensemble Z„- soit 
non-dense dans ';!/*. Posons P = Pi -f- Pj + ... Or, pour Jc e St — P, 
chacun des ensembles Zn-y* est non-dense dans y^. Leur somme 
Z-y’^ y est donc de I-re catégorie. 

Corollaire 2. Pour que le produit Z= A 'X B soit de Pre ca- 
tégorie dans le produit OCX y (où y est séparable). Il faut et il 
suffit qu'un des ensembles À ou B soit de I-re catégorie. 

En effet, si Z est de I-re catégorie tandis que A ne l’est pas, 
A contient en vertu du cor. 1 un point x tel que Z-y’^ est de 
I-re catégorie dans y”. Donc £ est de I-re catégorie dans y, 
comme projection de Z '//* sur l’axe y (voir N’III). 

Ainsi la condition est nécessaire. Pour prouver qu’elle est 
suffisante, posons A = A/i+A ^2 + — où A/n sont non-denses. Il vient 
AX B = (Ni X B) + (Ni X B) -f ... Les ensembles NnXB étant non- 
denses (N® II, 2), AX B est de I-re catégorie. 

VI. Propriété de Baire 1). 

Théorème. Z étant un ensemble jouissant de la propriété de 
Baire relativement au produit OC X y (où y est séparable), l'ensemble 
Z -y* jouit de la propriété de Balte relativement à y*, abstraction 
faite d'un ensemble des X de I-re catégorie. 

En effeL comme jouissant de la propriété de Balte, Z est de 
la forme i/ -f V où (/ est de I-re catégorie et V est un l?î (§11, 


<) Ibidem, p. 250. 
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IV, 2). Soit, conformément au cor. 1, P un ensemble de I-re ca- 
tégorie dans 9C et tel que pour j: e £1' — P l’ensemble U- JJ^ soit 
de I-re catégorie dans .i/^. Or, V- JJ* étant évidemment un Gg 
relativement à 'JJ*, l’identité Z- JJ* = U-JJ* V- 'JJ* prouve (§ 11, 
IV, 2) que Z- JJ* jouit de la propriété de Baire relativement à '-JJ*. 

Corollaire. Pour que le produit de deux ensembles Jouisse de 
la propriété de Baire relativement au produit. 9C X J! (où Jf est sé- 
parable), il faut qu’un des deux ensembles en jouisse et il suffit que 
les deux en jouissent. 

En effet, si l’ensemble Z — A A B jouit de la propriété de 
Baire tandis que A n’en jouit pas, A n’est pas de I-re catégorie 
et il existe d’après le théorème précédent un point x dans A tel 
que Z-' JJ* jouit de la propriété de Baire dans Jf*, donc (N“III) 
B en jouit relativement à Jf. 

Pour prouver la deuxième partie du corollaire, supposons 
que A eï B jouissent de la propriété de Baire, donc que A — Pj-Q 
et B = f/ -f V où P et U sont de I-re catégorie et Q et V sont 
des Gg. Il vient /I X B = PX f/-f PX l/-t- QX QX 1/. Les 
trois premiers sommandes étant des ensembles de I-re catégorie 
(d’après le cor. 2 du N®V) et le quatrième, comme produit de 
deux Gg, étant un Gg (N" II), A X B est la somme d’un ensemble 
de I-re catégorie et d’un Gg et jouit par conséquent (§ 11, IV, 2) 
de la propriété de Baire. 

Remarque. L’analogie entre la propriété de Baire et la mesurabilité 
(dont il était déjà question au § 11, VII) concerne aussi les énoncés établis 
tout à l’heure. En effet, en remplaçant dans le théorème du N” VI et dans 
les corollaires des NN" V et VI la notion d’ensemble de I-re catégorie par 
celle d’ensemble de mesure nulle et la propriété de Baire par la mesurabilité, 
on parvient à des théorèmes connus de la théorie de la mesure ’). 

VII. Multiplication par un axe. En tenant compte des ré- 
sultats précédents, on vérifie facilement que, si A est un ensemble 
respectivement fermé, ouvert, dense, frontière, non-dense, dense en 
soi, de I-re catégorie, à propriété de Baire *) — l’ensemble A X 0/ 
l’est également, fin d’autres termes: étant donnée une fonction pro- 


') Cf. S. Saks, Théorie de l'intégrale, cette Collection t. 2, p. 261. 

•) Le même problème concernant la propriété de Baire au sens restreint 
(p. 55) reste ouvert, même pour le cas où ‘X = JJ = l’ensemble des nombres réels. 
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positionnelle <p (x), si Vensemble E f (■^) jouit d'une des propriétés 

X 

précitées, l'ensemble E f (x) en jouit également. 

xy 

En cas oü ''X et JJ désignent les axes du plan et A est un ensemble 
situé sur l’axe l’ensemble A X JJ s’obtient de A, en traçant une droite pa- 
rallèle à l’axe JJ par chaque point de A. 

VIII, Base de l’espace. /?i, /? 2 , ... étant une base de l’es- 
pace X et Si, S 2 , ... en étant une de l’espace JJ, la suite des pro- 
duits Rm X Snim = 1, 2, ... , « — 1, 2, ...) constitue une base de l’es- 
pace X X JJ. 

Soient, en effet, G un ensemble ouvert situé dans X X 9/ et 
{a, b) e Q. Il existe donc un e > 0 tel que la sphère de centre 

(a, b) et de rayon c est contenue dans G. Par définition de la 

base il existe un Rm tel que a^ Rm et S (Rm) < de même il 
existe un Sn tel que b e Sn et S (S„) < e/j. Selon N® I (5) on a donc 
8 (Rm X S„) < e, d’où (a, b) e (Rm X S„) C G, c. q. f. d. 

On voit ainsi que chaque ensemble’ ouvert situé .dans le pro- 
duit de deux espaces métriques séparables est une somme dénom- 
brable d'ensembles ouverts dont chacun est un produit de deux en- 
sembles ouverts. 

En cas où les espaces SI' et JJ ne jpossèdent pas de base, on 
ne peut qu’affirmer (en raisonnant comme auparavant) qn'un sous- 
ensemble ouvert du produit est une somme (dénombrable ou non) de 
produits d'ensembles ouverts. 

IX. Dimension du produit ^). X et JJ étant deux espaces 

métriques séparables, on a dim (:\' X JJ) < dim SV -f dimS^. 

En outre, si dimaSV = 0 = dirnt //, on a dim(a,ft)(SV X JJ) — 0. 

Posons dimaSV — m et diras t/ = n. II existe donc deux en- 
sembles ouverts ^ et 5 tels que 

mR, 8 (/?) < e/ 2 , dim [Fr (R)] <.m-\, 

beS, 8 (S) < e/ 2 , dim [Fr (5)] < « - 1. 

D’après N® 1(3) et (5) il vient: 

(i) Fr(/?X5) = Fr(/?)X5-f ^XFr(S) et 8 (/?X5)<€. 


') K. M e n g e r, Diéensionstheorie, p. 246. 
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En outre, en cas où m =Q — n, on a dira [Fr (/?)J = 1 = 
= dim [Fr (5)], d’où Fr (;?) = 0=Fr (5), donc Fr(/?X5) =0. Ainsi, 
RX S étant un entourage du point (a, b) de diamètre arbitraire- 
ment petit et dont la frontière est vide, on a dim(à, X '3/) = 0, 
ce qui prouve la deuxième partie du théorème. 

La première partie en étant une conséquence dans le cas où 
dim = 0 = dim y, procédons par induction. Admettons que notre 
théorème soit vrai pour chaque couple d’ensembles A et K tels que 
dim A4- dim K<dim9C4-dim ‘J^(/= A Comme dim [Fr (/?)] + dim 5 < 
<; (fflt— 1) 4- « Æ — 1, on a par hypothèse dim [Fr (/?) X 5] ■< — 1 
et, d’une façon analogue, dim [/? X Fr (5)] < A — 1. Il en résulte 
(§ 22, I, cor. 1) que dim [Fr(/?) X 5-t-/?XFr (5)J<A — 1, d’où en 
vertu de (i) dim(a, *)(A X 4/) <; k. Donc dim (9C X y) k. 

Remarques. 1) Dans le théorème précédent l’inégalité ne peut pas être 
remplacée par l’égalité. M. L. Pontrjagin'la défini, en effet, deux en- 
sembles 2-dimen8lonnels dont le produit cartésien est de dimension 3. 

Dans le môme ordre d’idées, on a le théorème de M. H n r e w i c z, d’après 
lequel le produit de n espaces compacts l-dimensionnels est n-dimenslonnel ’). 

2) La deuxième partie du théorème ne se laisse pas généraliser sur 
n>0‘). Considérons, en effet, le produit de l'ensemble des nombres réels par 
Un ensemble formé du nombre 0 et d’une suite d’intervalles disjoints convergeant 
vers 0 du côte gauche. La dimension de ce dernier ensemble s’annule au 
point 0, tandis que le produit est à Porigine des axes de dimension 2. 

X. Projection. En faisant correspondre à chaque point 
(x^y) du produit St! X y son ^ordonnée" y, on définit une fonction 
dite projection parallèle à l’axe % (cf. § 2, III). Cette fonction est 
continue: en effet, si la suite (.Xn,yn) converge vers (x,y), la suite 
converge vers y. 

En outre, ia projection d’un ensemble ouvert est un ensemble 
ouvert. Soit, en effet, Z un ensemble ouvert dans VCXy. On a 
Z = Z- ^ y^ — JJ [Z- y^] (= somme des intersections avec les 


*) Sur une hypothèse fondamentale de la théorie de la dimension, C. R. 
Paris, t. 190 (1930), p. 1106. 

*) Ueher den sogenannten Produktsatz der Dimensionstheorie, Math. Ann. 102 
(1929), p. 306. 

') Dans cet ordre d’idées, quelques énoncés ont été trouvés par M.M e n* 
ger, Bemerkungen liber dimensionneile Feinstndttur and Produktsatz, Prace Mat.- 
Fiz. 37 (1980), p. 78. 
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*vérttoale8“). La projection d^une somme étant la somma des pro^ 
jectlons (çf. § â, II, la), la projectiôn de Z est la somme des pro- 
jections des ensembles Z* Q/*. Or, Z- Q/* étant ouvert dans '?/*, 
sa projection est ouverte dans 3/ (voir N®III). La proiectioh de Z 
est donc ouverte, comme somme d’ensembles ouverts. 

Ceci peut s’énoncer aussi de la façon suivante (cf. § 2, V, 3): 
étant donnée une fonction propositionnelle ç (;c, y) telle qwe l'ensemble 
E\ {X, y) est oavert, f ensemble E 2 9 (x, y) est également ouvert, 

xy y X 

XI. Image de. l’équation y =^f (x). Soit / (a;) une fonction 
qui transforme l’espace "X en un sous-ensemble de l'espace % 
Considérons l’ensemble 7 des points (Ar,j/) du produit «ST X 3/ qui 
satisfont à l’équation y =/ {x). En symboles: I = E [y = / (a:)]. 

xy 

1) L'espace ïf étant séparable et dense en sol, l'hypothèse que 
l'ensemble X X — / est de I-re catégorie au point {x,y) implique 
que soit X est de I-re catégorie au point x, soit y l'est au point y % 

Conformément à l’hypothèse (et à la remarque finale du N" VIII), 
il existe deux ensembles O et H ouverts dans X et y respecti- 
vement, tels que xt Q, y tH et que (O X H) — l est de I-re caté- 
gorie. Si l’on suppose que St n’est pas de I-re catégorie au 
point JC, l’ensemble G n’est non plus de I-re catégorie; il existe 
donc, d’après le cor. 1 du N®V, un point c dans G tel que l’en- 
semble (G XH) — ! —{a X H) — / eat de I-re catégorie dans y^. 

Or, cet ensemble ne diffère de (û X 77) que par un point au plus: 
notamment par le point [a, /(a)]; ce point étant par hypothèse un 
point d’accumulation de 3/^ donc un ensemble non-dense dans 3/“, 
l’ensemble (a X H) y est de I-re catégorie. Par conséquent (N®ill), 
H est de I-re catégorie dans y. Cela prouve que y est de I-re 
catégorie au point j/. 

En particulier, si l’on suppose que les espaces St et 9/ ne 
sont de I-re catégorie en aucun point (par ex. que ce sont des 
espaces complets), le complémentaire de / n’est de I-re catégorie en 
aucun point. SL dé plus, l'ensemble I Jouit de la propriété de Baire 
(cé qui a lieu, en général, datts les applications), 7/ «7 ate l-re caté*- 


»> ql. Wa ttote Sur tes fonctions représentabtes matytiqüement et ïee en- 
sembles de première catégorie. Fond. Math, t (1924), p. 84 et la note citée de 
dé M.:Ulaia et de moljvFttnd. Math. 19, p, 
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gorie, comme complémentaire d'un ensemble jouissant de la pro- 
priété de Baire et qui n’est de I-re catégorie en aucun point 
(cf. § 11, IV, cor. 2). 

2) Si la fonction f est continue, l'ensemble I est homéomorphe à 'X. 

En faisant correspondre à x le point [x,f{x)\, on définit une 
fonction biunivoque et continue, puisque la condition lim x„^ x 
entraîne lim [Xn, f (x„)] = [x, f (x)] eï la transformation inverse est 
continue, car elle est une projection. 

, 3) Etant donnée une fonction f définie sur un sous-ensemble 
A de si f est continue au point x et le point {x,y) appartient 
à i, on a y — f (Jc). D'une façon plus générale: 5 ( / • \ij *) < to {x), 
où w {x) désigne l’oscillation de la fonction / au point x (donc, si 
<i) (x) = 0, il existe au plus un y tel que (x, y) ^ I ). 

Soient, en effet, (.v, et (Jc, l'*) deux points appartenant à 
I- 11^ Il vient (x,y) = lim [x„,/(a:„)] et (JC, j/*) = lim [xi^, /( j:*,)]. 
Il existe par conséquent dans chaque entourage £ de x un x„ et 
un x*„, d’où f{Xn)^f{E) et f(x*„)sf(E). On en conclut que 
S [/ (£■)) ' • I / - / (a-Â) i et que w (x) = min 5 (/ (£)] ' > \ y —y* \, 

ce qui entraîne l’inégalité à démontrer. 

4) Si l'espace JJ est dense en soi et la fonction f est ponctuellement dis- 
continue, l’ensemble I est non-dense. 

En effet, si / n’est pas non-dense, / contient un ensemble ouvert non 
vide Gy( li, où O est ouvert dans et H dans jj. Si x f G, l’ensemble x X 
comme ouvert dans / • ne se réduit pas à un seul point. La fonction / est 
donc selon 3) discontinue en chaque point de G. 

XII. Diagonale. Lorsque les ensembles X et Y sont des 
sous-ensembles d’un même espace, nous appelons diagonale du 
produit XX Y l’ensemble des points ayant l’abscisse égale à l’or- 
donnée: E {X — y). 

xy 

On voit aussitôt que /a diagonale du produit cartésien XX Y 
est homéomorphe à la partie commune X- Y des ensembles X et Y. 

En outre, la diagonale est un ensemble fermé dans X X -Y. 

Dans le cas particulier, où 'X = JJ, la diagonale est homéo- 
morphe à chacun des axes. 

’) Sans supposer que / jouit de la propriété de Baire, / peut ne pas 
être de I-re catégorie; cf. Fond. Math. 5, p. 85. 
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§ 24, Produits Gàrtésiens dériomb>ral|le$, 

I. Gënéraiités^ Rajspelôns que le produit 

pki = av,x % X ... X W/ X ... 

est par défiaition l’ensemble des saites è— [3’, 3^ ... ,3', ...} où r^Xi, 

Le diamètre de chaque espace Sf,- étant supposé inférieur 
à 1 (ce qui he restreint point la généralité, puisque chaque é.spftce 
est hoinéoàiorphe à un espace borné, cf. § 15, V), la distance dans 

le produit est définie par la formule (3 — q| — 

1-1 

On en conclut que la suite {3,,}, où 3„ = [jl 3^, ... , 3^, con- 
vergé vers 3 — (gS 3*1 — . 3', lorsqu’on a la convergence «par 
colonnes”, c. à d. que la j-ème coordonnée do point variable tend 
vers la i-ème coordonnée du point limite. En symboles: 

{3 = Jim 3/,} (3' = lim 3^} • 

/3=c»o I ftaccK» 

Il en résulte aussitôt que, pour tout / fixe, le terme 3', consi- 
déré comme fonction de 3, en est une fonction continue. 

Une autre conséquence immédiate est l’homéomorphie des 

«> 00 

produits p X/ et (;Ti X ... X SI») X P SV, (loi , associative”). 

H. Règles dé calcul. 

0) PAf^P(Aà (U) S P AÀ^ 2: 

/=:1 7=1 V^l / /==! 2' 

.0* 

(iîi) 3 an point intérieur du produit P Ai, lorsque pour chaque i 

3^ est un point intérieur de Ai et lorsqu'on d, en outre, Àk=^k)i pour k 
safftsamment grand. 

ad (i), Gn a les équivalences suivantes {3 1 P (Ai)}M |/7 3* a ,4/}^ 
{il existe une suite 3« telle que H £3' = ii® gij et // fai * i4d, c, â dl 

V'.-;— . -• -.neuoti- ' 

telle que 3 * liip 3,^ ét {3 e P 


•) Voir S § 14, îv et 1 % 

ç. Kqntoiiaiti. 10 
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ad (ii). On a, pour j et i) extraits de P {Ai)’. 

i 

i 8 - i) I = i 2-' 1 8‘ - X)‘ I <S2-‘ S {Ad, 

i—l /.-=1 

d’où 

( OO \ CCI ’ 

i4/) = max 1 3 — i) I < .S S”' S {Ai). 

D’autre part, il existe pour chaque e > 0 deux suites j et l) 
telles que | j' — i)' | > S (i4,) — c, d’où 

^{pa]>U-\)\>Z 2-'[5 {Al) - €l = f 2-' â {Al) - e. 

\/^l / I~1 /=:1 

ad (iii). Si j e Int [P AA, il existe un c > 0 tel que, pour 

|l) — 3 |<€, on a \)iP'Ai. Cette inégalité est satisfaite, s’il 

existe un n tel que 1 1 )' — 3' | < pour / « et 2“'' < e/j (pour i> n 

on ne fait aucune hypothèse sur t)'). Cela veut dire que chaque 
sphère de centre 3' et de rayon < est contenue dans Ai si 
/ = et que Ak = S\'* si k> n. 

Inversement, si l’on suppose que l’on si Ak — iXk pour k>n 
et 3^6 Int (i4/) pour / < «, il existe un c > 0 tel que la condition 
~ 3M entraîne »)' e Ai pour / < n. Chaque sphère de centre 3 

et de rayon <^1%" est contenue alors dans P Ai, d’où 36 Int (/^ ^4,). 
III. Invariants. 1 ‘). Pour qu'un produit P Ai d’ensembles 

i 

non vides soit respectivement fermé ou dense, il faut et il suffit 
que tous les facteurs Ai le soient également. Pour que ce produit 
soit ouvert, il faut et il suffit que tous les facteurs le soient et que 
l'on ait Al = JV,- pour i suffisamment grand. 

On a, en effet, d’après (i) et § 2, II, 4b: 

{P^i = P a] ^ [p Â. = P Al} ^ n {Al = Al) 

[P Al = P £\',} ^ {p Al = P %} ^ n {Al = %} 

i i '/ i 

et la deuxième partie de l’énoncé 1 résulte de (iii). 

') Cf, l'a Thèse citée deM. Kunugui (ch. II, «compositioa* des espaces). 
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2. Le produit P OCi est toujours dense en soi et d'une puis- 

i 

sance > c (sauf le cas où pour i suffisamment grand lT/ se réduit 
à un seul point). Car chaque point î; est limite de la suite (Jm} 
où les coordonnées de ne diffèrent de celles de j que par la 
«-ième (si -tn se réduit au point 3 ", on pose 3 « = 3 "). 

3. Pour que le produit P Ai soit un ensemble frontière, il 

i 

faut et il suffit que ou bien un des facteurs soit un ensemble fron- 
tière, ou bien qu’on ait Ai^ X-, pour une infinité de valeurs de i. 
C’est une conséquence directe de (iii). 

La condition que P Ai soit non-dense équivaut à celle que 

i 

l’ensemble PAi— P Ai soit un ensemble frontière, donc que ou 

i i 

bien un des ensembles Ai soit non-dense, ou bien qu’une infinité 
des Ai ne soient pas denses dans ,V/. 

Si un des ensembles Ai est de I-re catégorie, le produit P Ai 

l’est également. Si tous ies ensembles Ai jouissent de la propriété 
de Baire, leur produit en jouit également. 

Car, en supposant que Ai — ^ Nn, où Nn est non-dense, on a 

n— 1 

00 

PAi==i:iN„ X A, X A^ X ...), où chaque somraande est non-dense. 

i n=l 

Pour prouver la deuxième proposition, on pose (cf. § 2, II, 6 a): 

00 

PAi = n {A'i X ... X X_i X .4/ X X+i X .,.) et on tient compte de 

i i=l 

l’invariance de la propriété de Baire par rapport à l’opération 
// et à la multiplication cartésienne par un axe (voir § 11, III, 3, 

/—I 

§ 23, VII et la remarque finale du N®!). 

Il est à remarquer que le produit dénombrable peut être non*dens6 
(donc de 1-re catégorie et à propriété de Baire) sans qu’aucun des facteurs 
jouisse de la propriété de Baire (ce qui serait impossible dans le cas du pro* 
duit fini; voir § 23, V et VI); par exemple» 9C/ = l’intervalle 01 et = un en-* 
semble dépourvu de la propriété de Baire, situé dans l'intervalle 0,V2« 

IV. Base de l’espace. En établissant la proposition II (iii), 
nous avons montré que chaque point intérieur 3 d’un ensemble 3 
situé dans Xj X X ^ ••• appartient à un sous-ensemble ouvert de 3 
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de la forme Oj X ... X Gn X Stn+i X 9Cu^ X ... où 0/ est ouvert (no- 
tamment, si la sphère de centre g et de rayon e est contenue 
dans 3 et si l’on assujettit a à la condition 2“" < e/ 2 , on peut 
prendre comme Oi une sphère ouverte de centre g' et de rayon e/ 2 ). 

Donc, si 9Ci a pour base la suite /?), /? 2 ... , les ensembles de la 
forme X V?l, X ... X X X 9C„^2 X ... (avec n variable) 
constituent une base dénombrable de l’espace LYi X {^2 ^ 

Une autre conséquence en est que la projection d’un ensemble 
ouvert sur un axe est un ensemble ouvert qui, sauf pour un 
nombre fini d’axes, est identique à cet axe. 

V. Espace L'espace est homéotnorphe à DC' X SY*s 

d SY««X et à (T»»)*”- 

L’homéomorphie de et de X étant évidente (voir 
N“I), considérons d’abord le cas où le point ui = (g, i)) varie dans 
l’espace 9C^ X ÎYU», On a les équivalences suivantes: {lim = >»} 

{lim g„ = g et lim ï)« = l)} — {// (lim gÂ = g‘) et (7 (lira = i)')} . 

/Is.'tïOo i ft-.-oo l rirrvoo 

Faisons correspondre à l’élément »» de l’espace X Q:'**'’ 
l’élément f {va) = [g', î)S g^ >)^ ..., g^ D', ...J de l’espace SY»-. 

Chaque point de l’espace est évidemment une des] va- 
leurs de cette fonction. En outre, d’après les équivalences! qui 
précèdent, l’égalité lim w» = W) équivaut à lim /(»««) =./(m), cé qui 

n^OO ft—CXSi 

veut dire que les espaces X ÏYa. et Sï**” sont homéomorphes. 

Nous allons établir à présent l’homéomorphie des espaces 
(?fi*”)**» et Soit ît un point variable de l’espace (îY***)*". Donc 
ir = [j:’, it*, ... , îc‘, ...] où Par conséquent ...] 

où s 9C. 

Rangeons la suite double {i,j} en une suite simple, par ex. 
suivant la grandeur de / H-/: (1,1), (1,2), (2,1), (1,3),... La fonction 
/ (jc) Œ [n***, x* ’, ...] établit l’homéomofphie demandée, car 

{lim x„ = x} s/J {lim xV==x^} ^ J] {lim 7t]i^ ^ {lim / (x^) = /(«)}. 

i ff=oo ij /l—oo «rrCK» 

Remarques. Nous avons vu au § 14, V que chacun des trois 
espaces: l’enseniible parfait non- dense (2 de Cantor, rensemble 9C 
des nombres irrationnels et le cube fondamental 9**» de Gilbert, sont 
de la forme On n’altère donc pas leur type topblôgique; 

en les élevant à la puissance n où Ko- 
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Chaque dapaeiB CKdiniénsionnel (séparahle) étant contenu toppi* 
logiquement dans Tensemble C de Cantor (§ 21 , lŸ) et rensemble ^ 
étant de dimension 0, le produU dénombrabU <^en$embUs 
stonnels est Q-^dlmeitslQnnel. 

Vi. Fonctions continues. Nous avons déjà vu (§ 14, IV) 
que pour qu'un point d'un produit dénombrable varie d’une façon 
continue, il faut et il suffit que ses coordonnées varient de la 
sorte. On en conclut que, étant donnée une suite (finie ou infinie) 
de fonctions continues fi{x) qui transforment 9Ct en ‘if, le produit 
P se trouve transformé d'une façon continue en P%, si on fait 

correspondre au point j ...j de P OCile point f(i)-[f{i% f^i^*), ...1 

de P Qj'i, Car la condition lim 5« = 3 entraîne lim 3 b — 3*» d’où 

1 /|=:oo /isiïCM» 

lim //(3 b) = Mi‘), de sorte que la i-ème coordonnée du point /(3») 

rt=::^oo 

tend vers la /-ème coordonnée du point f(i). 

Il en résulte en particulier que, si l’espace 9/ est une image 
continue de l'espace 'X, l’espace 9/" est une image continue de X" 
et '9/«. Vest de SC»». 

Rapproché du N** précédent, cet énoncé noos conduit au thé- 
orème fondamental suivant: 

Théorème Le cube n^dlmenslonnel 9", ainsi que le cube 9^ 
de Hilbert, sont des images continues de l'ensemble Q. de Cantor. 

Considérons ce théorème d’abord pour n = l. Or, x étant un 

point de l’ensemble C, on a x « ^ -f. ^ ... (c„ = 0 ou 2). 

ce c 

En posant / (x) = -J -f — + on vérifie facilement que 

2* 2* ‘2"*+’ 

la fonction / est continue et que. /(G) = 9. 

Ceci étant, on conclut de l’énoncé précédent que les en- 
sembles 9” et sont dès images continues respectivement des 
ensembles €" et 6^*, homéomorphes à 6 (d’après là remarque du 
N®V). 

Corollaire 1. Chaque espace pssufetti aux axiomes I— V (donc 
chaque espace métrique séparcü>le) est une image continue cTun espace 
Q-0mensionnei (contenu, dans tensemble Q de Cantor). 

‘) et H. I. ebesgne, Jtmirnv de Math. («) 1 (1905), p, 210/ 
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Car d’après le théorème d’ürysohn (p. 104) chaque es- 
pace de ce genre est homéomorphe à un sous-ensemble de 9^. 

Corollaire 2^) (théorème de. Peano généralisé). Les cubes 
.9" et sont des images continues de IHntervalle 9. 

Soit, en effet, i—f(x) une fonction continue qui transforme 
P en 9" ou en 9^’. La /-ème coordonnée de 3 est donc une 
fonction continue de x: 3 ' = fi (a:), dont les arguments appartien- 
nent à (■' et les valeurs à 9. En la définissant linéairement dans 
les intervalles contigus à 9, la fonction \ = f {x) ~[fi{x), f^ix), ...] 
se trouve définie pour chaque x s 9. Sa continuité résulte de 
celle de /,•. 

Vil. Diagonale. Etant donnée une suite d’ensembles .Yi, A'j, ... 
qui sont des sous-ensembles d’un même espace, la diagonale du produit 
X^X ... est, par définition, ^ensemble des points ayant toutes 
les coordonnées identiques (c. à d. l’ensemble des suites de la forme 
X, X a:, ...). 

On vérifie facilement que la diagonale de Vensemble P Xi 
est fermée dans P Xi et homéomorphe à J J Xi. 

h-i i=t 

Vin. Convergence uniforme. Par définition, une suite 
de fonctions {fnW} est dite uniformément convergente vers la fon- 
ction f{t), lorsqu’à chaque c > 0 correspond un tel que l’on 
ait \f{.t)-f„{t)\ < c pour n > rtc, quel que soit t. 

Supposons que les valeurs de la fonction fn{t) appartiennent à 
[Xi X iYj X ... , notamment que f„{t) = [/^0,/nW, •••] où fnit) e 9.',. 

Pour que la suite des fonctions f„(t) converge uniformément vers 
la fonction f(t), il faut et il suffit que, quel que soit i, la suite 
fft), fî{t), ... converge uniformément vers f‘(t). 

La condition est nécessaire, car l’inégalité \f (t) — fn{t)\< t 
entraîne 2 -' |/'(f) - f‘n(t) \ < \f{t) - fn{t) \ < e. 

Elle est aussi suffisante. Soit, poûr un c donné d’avance, 
rtt un indice tel que 2~'” < €. En vertu de la convergence uniforme 
des suites [fl{t)), ... , {/«(O), il existe un indice n' tel que l’on 


') Q. Peano, Math. Ann. 36 (1890), p. 157 et H. Lebesgue. 1. cit. 
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ait pour tout n>n': \f‘{t)~fl,(t)\<ç., quel que soit t et quel 
que soit i < ni. Il vient donc 

\fit)-fn{t)\=i2--‘ i/'(0-/i(0 i+f l<€ + 2“'”<2e, 

l==:l 

ce qui exprime la convergence uniforme de là suite {/«(f)}. 

IX. Un théorème sur les ensembles Crg. Désignons, comme 
d’habitude, par é**" l’espace de toutes les suites de nombres réels. 

Théorème. Q étant un ensemble situé dans un es^pace mé- 
trique St, il existe une fonction continue y = f (x) définie sur 
cet ensemble, dont les valeurs appartiennent à et dont Vlmage 
I = E [j' =/(•*)] ^st fermée (dans le produit St X C^°). 

Par hypothèse Q = G'j • G 2 • ... (partie commune d’ensembles 
ouverts). Posons f, = .t — G„ //(jc) = - --- — pour x t Gi, et 

faisons correspondre à chaque a; s Q la suite fiix), fi(x), ... , consi- 
dérée comme le point f(x) de l’espace 

La fonction p {x, Fi) étant continue (§ 15, IV (6)) et positive 
pour X s Gi, la fonction fi (x), et par conséquent (§ 14, IV) la fon- 
ction /(Jt), est continue en chaque point de Q. 

Afin de prouver que l’ensemble / est fermé, supposons par 
impossible que lim Xn = x, que lim / (Xn) = y et que le point (JC, y) 

n’appartienne pas à /. II en résulte que x n’appartient pas à Q, 
car l’égalité lim = x implique pour xe Q que lim /(JC«) =f(x), 

d’où y =f(x) et (x, y) s /. 

La formule xsiï— Q établie, il existe un indice i tel que 
X e Fi, donc que p (x, Fi) — 0. La continuité de la fonction p (x, Ft) 
entraîne lim p (x„, Fi) = p (x. Fi) = 0, de sorte que lim f {x„) - <x>, 

contrairement à l’hypothèse que lim / (a:„) = y, qui implique que 

lim/,(x:n) est un nombre fini, comme .coordonnée” de y. 

Corollaire ^). Chaque ensemble G% situé dans un espace métrique 
lY est homéomorphe à un ensemble fermé situé dans lY X 


>) On trouvera une application importante de ce corollaire dans la. 
théorie des espaces complets (§ 29). 
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Car Q est homéomorpte à / d’après §f 23, XI, 2. 

Remarque, Dans le cas particulier où l’énsemble Q est ané 
différencè de deux ensembles fermés, Q^sA — B, on peut remplacer 
dans le théorème et dans le corollaire l’espace par /’espaca (î 

des nombres réels % On pose notamment dans ce cas = - 


§ 25. Limites inférieure et supérieure. 

I. Limite inférieure *). Définition. Le point p appartient à la 
limite Inférieure de la suite d’ensembles A^, A^. ... , en symboles: 
P tlA An, lorsque chaque entourage de p admet des points communs 

avec tous les An à partir d’un n suffisamment grand. 

Bien entendu, le terme «entourage” peut être remplacé par 
«entourage ouvert”, ainsi que par «sphère de centre p”. 

La formule p ^ lA An (où An^ 0) équivaut aussi à l’existence 

'fllsroo 

d’une suite de points pn telle que p — Wm pn et pn ^ An, ou encore 
à l’égalité lim p (p,An) = 0. 

/|=oo 

En effet, si /7 s Li An et si désigne . la sphère de centre 
p et de rayon Vm» ü existe un indice km tel que l’on a Sm - An^Q 
pour n > De plus, on peut supposer que k„, > km-\ . La suite 
Pi, Pi, ... , où e Sm • An pour < « < Am+ 1 , couverge vers p, 
car \pn — p\<^lm. 

Exemples, 86 réduit à un seul point on a Li >4^ = lim 

quand cette dernière limite existe, et Li = 0 en cas contraire; car ici 
p\p,A„)=\p—p„\. 

Une suite de rectangles ayant une base commune et dont les hauteurs 
diminuent indélinlineiit a cette base pour limite inférieure. 


0 Cf. la note dé M. S i e r p i é s k î et de mol Sur les différences de deux 
Tôhoku Math. Journ. 20 (1921), p. 23. 

’) Les notions de limite inférieure et supérieure sont düés à M. P-ai n* 
levé (Cf. C. R. Paris 148 (1909), p. 1156 et, les indications à ce sujet ctié2 
M. Zoretti, Journ. de Math. (5), 1 (1905), p. 8). 

appelle i,unt6Fér (obérer) àbgèschlossener Mmes"*. 11 ne faut pas les çonfondrè 
avec les «ensembles limites restreint et complet* au sens de la Th^Qrie gé^ 

n 6 r ai e des ensembles: ^ (A^ • et + 4 

n. H 
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IIp Càfciil. Cm a les re^s suivantes: 

1* lii >4/1 Lii ï4>i ^ lii "i4n*,: ‘ ' 2, ' /4/rC^ i3/f ■ X/j /4/i C~* Lii Bn^ 

3. Li /!„ + Li B„ C Li (/4„+ 5„). 3a. ^ U AniO C U Mt)) • 

4. Li(4„ • C Li (f/ A„(0) Ç fJ Li 4^(0. 

6. Ll4„ÇLi4*„. 6. 5/ /l„ = /4, Li An^ A. 

7. On n’ altéré pas LA Ah, en altérant un nombre fini des An. 

8. n Ah C S (Ah A /i+i ‘ 4/14-2 • .i.) Li 4/(. 

li H 

En effet, si g s Li An et G est un entourage ouvert de g, il existe 
un point p & O Li An. Donc, à partir d’un certain rt, on à O • 4/, ^^ 0, 
d’où gelA An, En outre, //étant ouvert, l’inégalité 4/, ^0 équivaut 
à H- Ah # 0; par suite Li A„ = Li Àn, d’où la formule 1. 

Les formules 2, 6 —^ 7 résultent directement de la définition, 
tandis que 3 — 4a sont des conséquences de 2 (cf. §> 4, 111)^ Enfin, 

ÔO 'Oo ' ' 

on a /7 Ah c Li /4/I, d’où, selon 7, // An C^^ An, ce qui entraîne 8. 

/f=l nsn:m 

III. Limite supérieure. Définition. Le point p appartient 
à la limite supérieure de la suite d’ensembles A 4„ ... , en symboles: 
P e Ls i4,r, lorsgue chague entourage de P admet des points communs 

avec une Infinité des ensembles Ai,. 

On montre par up raisonnement analogue à celui du N^l que 
cette condition équivaut à l'existence d’une suite de points Pk„ telle 
gUe kl < ky < ... , P == lim et * 4*„, ou, ce qui revient au 
même, à l’égalité lim inf (5 (p, 4/«) = 0. 

Exèniptes. Solé&t lrnl là Butté de tous lès potnts ratidanels et .4^ l’eui- 
semblé Gomposé du point éeul; Ls An est l’eàsemble de tous les nombres 
réels.,l)àus reXempie des rectangles considéré an N? I on à Ls./4^ » LI /4„. 

IV. Calcul; Qn a les règles suivantes: 

-L' ; Ls 4>i''.^. LS''4/i ■^\LSv'^ê*:'''v.'-' ' SI. AnCF Bnènttaine-LjeAHC^lABH. 

,3,^;.:;LS 'L4a;ÿ:^^;^La4é;|p^;x 

:4. f La(4i® 
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5. Si hy ^ ... 9 LiS Ls An» 6* St An ~ A^ Ls An ~ i4. 

7. On n* altère pas Ls Any en altérant un nombre fini des An. 

8 0* Ls An = n An + d ^ 

n n 

La formule 1 se démontre comme II, 1. Pour prouver la 
formule 3 (où Ls ne peut pas être remplacé par Li!) posons 
P — lim pk„ et ph„ s (,Ak„ + On a donc pour une infinité d’in- 

dices kn soit constamment pk„ s soit constamment e Bk„. 
Dans le premier cas p e Ls A„ et dans le deuxième p e Ls Bn. 

Les formules 2— 4a sont des conséquences directes de 3. Les 
formules 5 — 7 résultent facilement de la définition. 

Passons à la formule 8 (on ne connaît pas de formule analo- 
gue pour Li An). Soit peLsAn. Donc /J = lim et pk„^ Ak„. 
Comme k„ > n, il vient pk„ e -4- At^\ + ... pour n> l. Par consé- 
quent p Ài + -p... , quel que soit /. 

Inversement, si p n’appartient pas à Ls A„, il existe un en- 
tourage O de p et un indice m tel que l’on a QAn = 0 pour n'^ m. 
Par conséquent p n’appartient pas à Àm + Aw+i + ... 

V. Relations entre Li et Ls. On a la formule 

1. U An = n Ls Ak„ du Ak„ =L3A„, 

où / / et ^ s’étendent sur toutes les suites {k„} croissantes. 

Car, d’une part, d’après II, 5 et IV, 6: 

Li An (3 / / Li A/t^ J ] Ls Ak^ et ^ Li CI S Ls ^4*^ CI Ls An 

et d’autre part: 1® si p non-t Li An, il existe un entourage G de 
et une suite k^< ... tels que l’on a GAk„ — 0 pour chaque n; 
par conséquent/? non-e LSi4*„; 2® si /? eLs A„, il existe une suite Pk„ 
telle que pk„ e Ak„ et /? = lim /?*„; par conséquent p tlA Ak„. 

2. Li i4„ — Ls (C Li (A„ — Bn). 

En effet, soit p e (Li A„ — Ls B„). Donc, p = lim pn, Pn s An et, 
comme p non -s. Ls Bn, on a pn non-t B„ à partir d’un n suffisam- 
ment grand. Donc pn e (An — Bn) et par suite /? s Li (An — Bn). 


’) F. H a U s d O r f f, Grundzüge der Mengenlehre, p. 237 (4). 
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VI. Limite. La suite d'ensejnbles {An} est dite convergente 
vers Vetisemble A, en symboles: A = Lim A„ *), lorsque Li An ~ Ls An- 

n=^*>o ■ /|ï=:oo 

Dans le cas particulier où l’ensemble A„ se réduit à un seul 
point pn, la suite An est convergente, soit lorsque lira pn existe 
(et alors l’ensemble Lim An se compose du point lim pn seul), soit 
lorsque la suite pn ne contient aucune sous*suite convergente (et 
alors Lim An = 0). 

On a les règles de calcul suivantes (dans 1 — 5 les suites An 
et Bn sont supposées convergentes): 

1. ïiim An = Lim An = Lim An. 

2. An Bn entraîne Lim An d Lim Bn- 

2a. Les conditions pn e A„ et p = lim pn entraînent p s Lim An. 

3. Lim {An “t" Bn} ” Lim An “f* Lim Bn- 

4. Si /5i<A2"^'”,Lim>4*„ = Lim/l„. 6. Si A„ — A, LîmA„ = A. 

6. On n'altère pas la limite (ni la convergence) d'une suite, en 
altérant un nombre fini de ses termes. 

7. Si A^ { A^ ( ... , on a Lim An ~ ^ An* 

n 

8. Si D ^2 D — J ^ Lim An — f l An. 

n 

Les règles 1, 2, 5 et 6 résultent directement des règles cor- 
respondantes des NN®II et IV. La règle 2a se déduit de 2. Les 
règles 3 et 4 résultent des formules: 

Ls (An+Bn) = Ls Ls B„ — Li A„+Li Bn C Li {An-\-Bn) C Ls {An-\-Bn), 

Lim An = Li >1„ C Li Ak„ C Ls Ç^La A„ = Lim A„. 

L’hypothèse de la proposition 7 implique que An=‘A„- A„+i ■ ... , 
d’où lA„==S(An' An+ 1 -...) et selon II, 8 et IV, 8 

n n 

S CI Ls An (C A^. 

n n 


qu’il De faut pas confondre avec Limes au sens de la Théorie 

■/Iî=c*o 

générale des ensembles^ voir § 13, VI, 8 et p. 152, renvoi *). 
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D’une façon analogue, l’hypothèse . de la proposition 8 im- 
plique que i4/, = -1- i4n4.i>t- — ®t vient 

fJ Ân C Li Ân = UAnC L» = H 

n : n. ■ ■ 

vil. Relativisation. E étant un ensemble donné, la limite 
inférieure reiative à E d’une suite de s6us*ensembles i4rt de E est 
rensemble de tous les points p de E tels que, G désignant un en- 
sembie ouvert quelconque contenant p, on a l’inégalité GEAnj^O 
pour tous les n suffisamment grands. On en conclut aussitôt que 
la limite inférieure reiative à E coïncide avec l’ensemble E -Li An. 

D’une façon analogue, la limite supérieure relative à E coïn- 
cide avec E Lsi4„ et la limite relative à E avec E-lAmAn. 

Vlll *)• Théorème de Bolzano-Weierstrass généralisé. 

Chaque suite d'ensembles contient une sous- suite convergente % 
Soient Ri, Ri, ... la base de l’espace et A^, Ai, ... la suite d’en- 
sembles donnée. Définissons les ensembles {^4?} de la façon sui- 
vante: 1) A)=>Ai, quel que soit /, 2) s’il existe pour un «>1 
une suite ki < ki < ... telle que Rn'hs AkJ^ = 0, posons A" = Ak~^ 

(le choix de la suite {h/} est arbitraire), 3) si aucune suite de ce 
genre n’existe, soit Al = A"~^. 

Nous allons montrer que la suite Dn — An est convergente. 
Supposons, par contre, que hs Dn^lA Dn. D’après V, 1, il 
existe alors une sous-suite £>; telle que Ls £)/ ^haDn. Les deux 

derniers ensembles étant fermés, il existe un Rm tel que 
(i) Rm liS — (ii) R„ ha D„^Q. 

La suite {£>/ } est une sous-suite de la suite {Ea} et celle-ci est, 

n 

à partir du (m — IHème terme, une aous-suite de la suite 

où / == 1, 2, ... On en conclut en vertu de (i) que le cas 2) de la dé- 


0 Dans ce l’espace est supposé séparable; 

*) dont la limite est vide ou non. Voir F. li 2 i\xBàoviî^ Mengenlehre^ 
p. 148, C. Zarankiewicz, Fund. Math. 8 (1927), p. 124, P. ürysohn, 
Verhandl. Akad. Amsterdam 13 (1927), p. 29. Cf. aussi T. Watewski, Ann. 
Soc. Pol. Math. 2 (1923), p. 72 et Fund. Math. 4 <1923), p. 2^; R, O. L u b b e n, 
Trans. Amer. Math. Soc. 29 (1928), p. 668. 
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fiâitioD est réalisé lorsqu’on y féniplaGe n par «. Par çotis^uent 
Rm ’^Ls Â'^ = 0. La suitje {£>,} étant (aLstraetipn faite ^é ses m 

premiers termes) une 8ou8*suite de .{Af), l — 1, 2, il en résulte 
que /?«, ■ Ls 0, ccintrairement à (ii). 

Corollaire 1. On a Li A„ = /7' Lim i4*„ et = 2' tim 
où f}' et s'étendent à toutes les sous-suites Ak„ convergeâtes. 

Pour établir la première égalité, il suffit en vertu de V, 1 
de démontrer que, si P no«-s Li A«, il existe unè suite convér- 
gente A*„ telle que p non-e Lim A*^. Or il existe par hypothèse 
un entourage G du point p et une suite A/ tels que Ai • O = Oi 
désigne une sous-suite convergente de 

Passons à la deuxième égalité. D’après V, 1 on a l’inclusion 
h\m Ak^(Zhs An- D’autre part, si p zhs Any il existe une sbus- 
suite telle que s Li >1*^, donc, comme nous venons de voir, 
unè suite convergente telle que p 

Corollaire 2. Si la suite {An} ne converge pas vers A, elle 
contient une soas-suite qui converge vers un ensemble différent de^ 

En effet, si l’on a himAk^^A pour chaque sous-suite Ah^ 
convergente, il vient (cor. 1): Li An == A *= Ls w4;i, d’où Lim — 4* 

ÎX. Famille E des sous-ensembles fermés non vides de respeçe,^^; 
Cette famille est un espace £*, ta notion de limite étant entendue dam le 
sens de la définition du N® VI (l'espace X est supposé séparable), 

lüfl effet, d’après VI, 4 et 5, les coaditîons 1® et 2® du § 14, I, «oüt vé- 
rifiées. La condition 3® résulte du corollaire 2, qui précède. Car, (An} étant 
une suite qui ne converge pas vers 4, il existe une sous-suite qui con*' 

verge vers un ensemble (vide ou non) différent de 4. Donc aucune sous-suité 
de cellé-ci ne peut converger vers A. 

Remarque, Ban» l’espace l’axiome 111 peut être en défaut. 

Considérons, en effet, rexemple suîvaût: l’espace X- se compose: 1) du 

nombre 0, 2) des nombres oû a ss 2 , 3, ... , ^ ï== 1, 2, ... éti4" — < 

n k 

3) du nombre 1, 4) des nombres ie famUîe de tous les èbupfes 

\ . '\ y:'y0X 

iJl -f-i , 1 JLV 1 + i constitue alors un 

\ n ky ;• - 'v-' - -av 

semble^élément de 4- I^ar .èonséquept, composé du noïtïbrè Li^ 

tient à ir, téndis qu’il Àtnsl 4%4 
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X. Rapports à Tespace 2"^. 11 importe ^de remarquer que l’espace E 

CY 

est eutièremeut différent de l’espace 2*^ , métrisé par la ^distance" des en- 
sembles (voir § 15, VII); le deuxième est toujours métrique, tandis que le 
premier peut ne pas l’être; le premier est, comme nous le verrons, séparable, 
tandis que le deuxième ne l’est pas toujours (voir § 15, IX, remarque 2). 


rv. 

Théorème *). E est une image biiinivoque et continue de 2" (l’espace X est 


supposé borné). 


Soit, en effet, lim dîst (.4^, /I) = 0. A chaque e > 0 correspond donc un 

n~~oo 

n (e) tel que dist (A^, /!)< e pour tout n > n (e); en d’autres termes: 

(1) pour chaque xeA on a p(A„, x)Ce, quel que soit n >«(€), 

(2) il existe une suite tendant vers 0 telle que p (y, A) < €„, quel que 
soit y £ A„. 

11 s’agit de prouver que Lim A^ = A, c. à d. que /ï C Li A^ et 2° Ls A^ C A, 

1. Soient x z A et G un entourage de x. Pour e > 0 suffisamment petit il 

vient d’après (1): O • 4= 0, quel que soit n > n (e). Donc a: e Li A^, 

2. Soit, d’autre part, a: e Ls A^^, Donc x = lim y^ où yfj z Af^ . D’après (2), 

il existe un point £ A tel que \yf^^ ~ K Comme lim =■ 0, il vient 

X = lim af^ , d’où x s A, 
n 


Corollaire, L'espace Ey ainsi que chaque sous-ensemble de cet espace, est sé- 
parable (l’espace est supposé séparable). 

En effet, X étant métrique séparable, soit Xi un espace totalement 
borné homéomorphe à X (§ 17, IV, cor. 2). Comme espace défini d’une 
façon topologique, E est homéomorphe à (en désignant ainsi l’espace 

correspondant à l^ j). Or, Xi étant totalement borné, 2‘^ ^ est séparable 

(p. 91). L’espace A’i, donc aussi E, étant une image continue de 2"^ ^ chaque 
sous-ensemble de F, comme image continue d’un ensemble séparable, est sé- 
parable (voir § 14, VI), c. q. f. d. 


La notion de point d’accumulation, ainsi que celle de point de conden- 
saUon, étant des invariants des transformations biunivoques et continues (effec- 
tuées sur des espaces le théorème de ce implique que A étant un sous- 
ensemble indénombrable de E, chaque élément de A, sauf une infinité dénom- 
brable en est un élément de condensation *) et, en outre, que A contient 
un ensemble dense en soi. Par conséquent, chaque ensemble A clairsemé 
est dénombrable (voir § 18, III et V). 


F. H a u s d O r f f, Mengenlehre, p, 149. 

^) Cf. C. Z a r a n k i e w i c Z, Fond. Math. 11 (1928), p. 129. 
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E. Ensembles boreliens. Fonctions mesurables B 

(§§ 26-28). 

L’espace considéré dans les §§ 26'— 28 est supposé métrique. 


§ 26. Ensembles boreliens. 

I. Equivalences. Nous avons défini au § 5, YI la famille 
des ensembles boreliens comme la plus petite famille F assujettie 
aux conditions: 

1. chaque ensemble fermé appartient à F, 

2. si X £ F, on a {l-X)eF, 

3. si X„ Z F, on a (A'j • X^ ■ ...) s F, 

où la condition 3 pouvait être remplacée par la suivante: 

3'. si Xn t F, on a (X^ + + ...) ^ F. 

Nous avons démontré, d’autre part, que dans chaque espace 
métrique tout ensemble fermé est un Crg et que, par conséquent, 
tout ensemble’ ouvert est un F, (§ 15, IV). En s’appuyant sur ces 
faits, nous établirons à présent le théorème suivant 0= famille 
des ensembles boreliens est la plus petite famille assujettie aux con- 
ditions et 3'. 

Désignons cette dernière famille par F*. Il s’agit de prouver 
que F — F*. 

Comme nous venons d’observer, la famille F satisfait aux 
conditions 1, 3 et 3', de sorte que F* (Z F, 

Afin d’établir l’inclusion inverse, désignons par F® la famille 
des ensembles complémentaires aux ensembles appartenant à F* 
La famille F® satisfait à la condition 1, car le complémentaire d’un 
ensemble fermé est, comme ensemble ouvert, une somme d’une 
suite d’ensembles fermés; il appartient donc à F*. En outre, en 
appliquant les formules de de Morgan, on voit aussitôt que F® 
satisfait aussi aux conditions 3 et 3'. Donc F* C c® qui veut 
dire que chaque ensemble appartenant à F* est le complémentaire 
d’un ensemble qui appartient aussi à F*. Il en résulte que la 
famille F* satisfait à la condition 2. Donc FCI F*- 


‘) Cf. W. Sierpiâaki, Sur les définitions axiomatiques des ensembles 
mesurables (B), Bail, Àcad. Cracovie 1918, p. 29. Pour une généralisation; ap- 
partenant à la Théorie générale des ensembles, voir du même auteur, Les en- 
semblés boreliens abstraits, Ann. Soc. Polonaise de Math. 6 (1927), p. 51. 
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II. Classification des ensembles borèliens. On prouve 
par un simple raisonnement de la Théorie des ensembles *) que 
la famille des ensemblés borelieus (dono la plus petite famille .F 
satisfaisant aux conditions 1, 8 et 3') est la somme d’une suite 
transfinie (du type 8) des familles: 

+ + + 

telles que 1® Fo est la famille des ensembles fermés, 2® les ensem- 
bles de la famille F„ sont des produits ou des sommes de suites 
dénombrables d’ensembles appartenant à Fç avec 4< «, suivant 
que « est pair ou impair (les nombres limites étant considérés 
comme pairs). 

En remplaçant dans la condition 1, 1 le terme «fermé” par 
«ouvert” (cf. p. 23), on parvient à la classification suivante: 

F= «0 + (?, + ... + G„ + ... 

où 1® Go est la famille des ensembles ouverts, 2" les ensembles 
de la famille Ga sont des sommes ou des produits de suites dénom- 
brables d’ensembles appartenant à G^ avec | < «, suivant que a est 
pair ou impair. 

III. Propriétés des classes F^ et G». Les familles Fa avec 
indice pair, ainsi que les familles Ga avec indice impair, sont /««/- 
tiplicatives SM sens dénombrable, c. à d. qu’étant donnée une suite 
d’ensembles appartenant à une telle famille, leur produit appar- 
tient encore à la même famille. Les ensembles appartenant à une 
famille de ce genre seront ^\is àe classe v. multiplicative. D’une 
façon analogue, les familles Fa m'unies d’indice impair, ainsi que 
les familles Ga munies d’indice pair, son\ additive$ et constituent 
la classe U additlve. On voit ainsi que Ta classe a multiplicative 
(additive) est constituée par les produits (sommes) d’ensembles de 
classes < a ^). 


•) Cf. F. Hauadorff, Mengejtlehre, p. 85. Voir aussi W. H. Y oung 
Proc. London Math. Soc. (2) 12 (1913), P, 260. 

*) Pour a fini, les ensembles de classe » multiplicative (additive) coïn- 
cident avec les ensembles F (ensembles O) de classe tt au sens de M. Lebe s- 
gue. Cf. aussi W. SîerpiAsklj Sur les rappqdset^rè ies classifications 
ensembles de MM. F, Hauskorff et Ch. 4k la V0ée. Poussin, iVnqd MeLtli. ,t9 
(1932), p. 257. 
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Les classes à indices finis sont désignées comme suit: 

:Fgf F jSl > , G^y G^!jy Gfjgg, : 

Les propriétés suivantes des ensembles jP, et Cfg (Of, § 6, V) 
s’étendent par induction aux classes à indices arbitraires. 

Lfi complémentaire d’un ensemble de classe est de classe 
G^. LA somme et le produit d'un nombre fini d’ensembles appsrte- 
nSnt à une même classe appartient à cette classe. Tout ensemble 
de classe a additive est la somme d’une suite croissants d'ensemr 
blés à indices S < «; toui ensemble de classe a multiplicative est le 
produit d’une suite décroissants d’ensembles à indices g < «. Pour 
qu’un ensemble soit de classe' Fx classe GJ relativement h un 
ensemble E, il faut et il suffit qu’il constitue la partie commune 
de E et d’un ensemble de classe Fa (de classe Ga). Etant donnée 
une fonction continue f {x) définie sur un espace 9:^^ si K est de 
classe Fa (de classe Gf), l'ensemble /~> ( Y) l’est également (cf. § 13,iV). 

Ajoutons que tout ensemble borelien de clasae a est un en- 
semble de chaque classe (F et G) A indice suyoérlcar. Cela résulte 
par induction du fait que chaque ensemble ouvert est un F, et 
que chaque ensemble fermé est un Gg. 

he produit cartésien de deux ensembles de classe Fa (de classe 
Go) est de la même classe. Car il en est ainsi dans le cas des 
ensembles ouverts et des ensembles fermés et on a (§ 2, U): 

AÀ X Bh\ == .S" {An X Bm) et If] A n\ X (fj Bnti — [J {An X Bm)> 

En particulier^ on n’altère pas la classe d’un ensemble en 
le multipliant (au BAÙB cartésien) par un axe. De là* en vertu de 
la formule X AiX’Xuf.i X' on conclut 

qu'un prodMit cartésien dénombrable d’ensembles de classe «x multi- 
plicativé est encore de classe a multiplicative (cependant le thé- 
orème analogue concernant les classes additives ne serait pas 
vrai, même pour -la classe des ensembles ouvertst of. § 24, III). 

ïin général, le produit cartésien dénombrable - d’ensembles 
bOreliéns est borélien. 

Dans uu' espace séparablela famille; des ensembles ouverti 
(ainsi que celle des ensembles fermés) est, de ^ c 

Le mêmé énoncé est donc vrai pour chagué classe boreden^ 
La / lamilte dès ensembles . borelléiis étant partagéè en 

Ç. KliratoiNrakIr Toj^lq 11 
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ses, on en conclut que cette famille est de la puisance -< c • Kj = t 
Par conséquent, dans chaque espace séparable de puissance du con- 
tinu il existe des ensembles non boreliens (le problème de nommer 
effectivement un ensemble non borelien dans l’espace des nombres 
réels sera traité au § 34). 

IV. Ensembles boreliens ambigus. Un ensemble est dit 
ambigu de classe a, lorsqu’il est à la fois un et un G^., Ainsi 
par ex. un ensemble est ambigu de classe 0, lorsqu’il est à la fois 
fermé et ouvert; il est ambigu de classe 1, lorsqu’il est un et 
un Gg. Un ensemble borelien de classe a est ambigu de classe a + 1. 

Evidemment, le complémentaire d’un ensemble ambigu est 
ambigu (de la même classe). Il en résulte que les ensembles 
ambigus d’une classe a constituent un corps, c. à d. que la somme, 
le produit et la différence de deux ensembles ambigus de classe 
a est un ensemble ambigu de classe a. 

V. Décomposition en ensembles disjoints. 

1) Tout ensemble de classe a > 0 additive est la somme d’une 
série d’ensembles disjoints ambigus de classe a. 

En effet, étant donné A = An ... , il vient 

(")< A — Al A- [A2 — Aj] + ... + [An — (Al + ... + An—\)] + ... 

et, chaque A„ étant supposé de classe < a multiplicative, donc 
ambigu de classe a, les termes de la série (“) sont des ensembles 
‘disjoints ambigus de classe «. 

2) Tout ensemble de classe a > 1 additive est la somme d'une 
série d'ensembles disjoints de classes < a multiplicatives ^). 

Considérons la décomposition (®). Chaque ensemble An étant 
supposé de classe multiplicative < a, il en est encore de même 
de la somme + + Cela veut dire que l’ensemble 

1 — {Al + ... + A„-i) est de classe additive < a. Cet ensemble 

est donc en vertu de 1) de la forme ^ 5? où B" sont des en- 
sembles disjoints ambigus de classes <a (car a>l), La formule 


') Théorème de M. Lusin; voir W. Sier pi As ki. Sur une classifica- 
tion des ensembles mesurables (B), Fond, Math. 10 (1927), p. 324. 
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oo oo 

A ^ J} An - Bfî représente la décomposition demandée, puisque 
1=1 

An ■ Bi est de classe < a multiplicative. 

3) La famille des ensembles boreliens est la plus petite famille 
qui contient: (i) tous les ensembles ouverts, (ii) les produits de ses 
éléments, (iii) les sommes disjointes de ses éléments. 

Soit H une famille satisfaisant aux conditions (i)— (iii). Nous 
allons montrer par induction que chaque ensemble borelien appar- 
tient à H. Or en vertu de (i) et (ii) chaque Crj et d’après 2) chaque 
Ér8a appartient à H. Donc chaque appartient à H. 

Soit à présent a>l et admettons que chaque ensemble de 
classe < a appartienne à H. Donc, conformément à (ii), les en- 
sembles de classe « multiplicative appartiennent à H et, en raison 
de 2) et (iii), il en est encore de même de chaque ensemble de 
classe a additive. Par conséquent, tous les ensembles boreliens 
de classe a appartiennent à H, c, q. f. d. 

Remarques. Si l'espace est do dimension 0, l’énoncé 1) est vrai aussi 
pour a = 0, O. à d. qu’un ensemble ouvert est alors la somme d’une série d’en- 
sembles disjoints qui sont à lu fois fermés et ouverts (§ 21, I, cor. 1). Il en 
résulte que l’énoncé 2) est valable pour a= 1, c. à d. que dans un espace 
O-dimensionnel tout F, est la somme d’une série d’ensembles fermés disjoints. 
Ce dernier énoncé n’est pas valable dans les espaces de dimension >■ 0; par 
ex. l’intervalle ouvert ne se laisse pas décomposer en une suite d’ensembles 
fermés et disjoints. 

VI. Séries alternées d’ensembles boreliens. 1. Soit 

-O D ^5+0 .0 

une suite transfinie dénombrable d’ensembles ambigus de classe « 
et telle que A\ = f] A^, si X est un nombre limite ou bien si 

X = Y. Dans ces conditions, l'ensemble 

S = — A 2 H- Ai — Ai -f- ... -]- >1(0+1 — ■<4 «u+2 4" ••• 

est ambigu de classe a. 

On a, en effet (§ 12, I (4)): 

1 — 5—1 — i4j Ai Ai -j- ... ”1“ Au, i4(o+i ... -f- Ay. 

Or, chaque différence /1| — .<4|+i étant un ensemble ambigu 
de classe a, donc de classe a additive, les ensembles 5 et 1 — S, 
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comme sommes dénombrables d'ensembles de ce genre, sont égar 
lement de classe a additive. Donc S est ambigu de classe 

2. Étant donnée une suite D -^2 D — d’ensembles ambigus de 

OO . OO ■ ' • 

classe a tels que f ] An = 0, l'ensemble ^ {A^n-i — Atn) ést ambigu 

« 2=1 

de classe <x (c’est un cas particulier de l'énoncé 1). 

3. La, somme d'une série alternée (dénombrable) d'ensembles 
boreliens (iécroissants de classe a multiplicative 

B = ... A- 5(0+1 — 5(0+2 + ... 

est un ensemble ambigu de classe a + 1 1). 

Car en posant Bx — ÉlÉ^ pour X limite et en tenant compte 

l<x 

du fait que le produit dénombrable des 5^ est de classe a multipli- 
cative, donc ambigu de classe a 1, on conclut de l’énoncé 1 que 5 
est un ensemble ambigu de classe a + 1. 

VU. Théorème de séparation *). A et B étant deux ensem- 
bles disjoints de classe a > 0 multiplicative, U existe un ensemble E 
ambigu de classe a tel que A (Z E et EB = 0. 

OO o« 

Posons A = l] An et 5 = /7 5„ où An et 5„ sont des en- 

rt=l rt=l 

semblés décroissants de* classes < « additives, donc ambigus de 
classe a. Soit 

5 = /Il • (1 - 5i) + A^ (fi, - fij) + ... -1- An iBn-^ - Bn) + ... 

D’après le lemme du § 21, II, on a /4 C ^ et 55 = 0. En outre, 
d’après N® VI, 2, l’ensemble E est ambigu de classe a comme 
somme d’une série alternée d’ensembles décroissants ambigus de 
classe a et dont le produit est vide. 

Remarques. Le théorème de séparation peut être énoncé aussi 
de la façon suivante (cf. la note précitée de M, SierpiAski): 


’) Le théorème inverse est vrai dans les espaces complets (voir § 39). 
*) Théorème de M. Sur une ^apriété des ensemides arhii- 

gus, Fund. Math. 6 (1934), pp. 1 — 5, On y trouve plttsieufs applieàtions dh 
théorème de séparation à la Théorie des fonodoas. 
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étant donnés deux ensembles A C C dé classe « > 0 doftt le pre- 
mier est de classe multiplicative et le deuxième de classe additivë,) 
il existe un ensemble £ ambigu de classe a tel que A ÇrE Cl C. 
Pour établir l'équivalence de ces deux énoncés, on pose £ = 1 — B. 

Dans l’espace O-d/mens/o/wf?/ le théorème est vrai aussi pour 
a== 0. Voir p. 122, th. IL 

VIIL Ensembles relativement ambigus. 1. A étant an en- 
semble de classe a> 0 multiplicative et B un ensemble ambigu de 
classe U relativement à. A, V ensemble B est de la forme B = AC 
où, C est ambigu de classe a (dans l'espace tout entier). 

En effet, l'hypothèse que £ est ambigu de classe a par rap- 
port & A veut dire que B et A — B sont de classe a multiplicative 
par rapport à A. Or, i4 étant lui-même de classe « multiplicative, 
B et i4 — £ sont deux ensembles de classe a multiplicative (dans 
l’espace). Selon le théorème de séparation (N® VII), il existe un 
ensemble C ambigu de classe a tel que B(2C et C- (A — £) = 0, 
d’où £ = AB AC et CA Q B, donc £ = AC. 

En vue des applications ultérieures nous allons démontrer que: 

2. Etant donnés un ensemble A et un système (f ensembles 
{Bi , ... /„} ambigus de classe a par rapport à A et tels que f on a tou- 
jours Bi , ... /„£y. = 0 pour (/j .../*) 7 ^ (A ...y*) et k < n. Il existe 

un système d'ensembles {Ci. ... ambigus de classe a par rapport 
à la somme An = S Ci..,, (où la sommation s'étend à tous les 
systèmes de n indices) et tels que An est ambigu de classe a + 1, 
ACi. ... = £/, ... Cl. ... i„' Cj. ... j/^ — 0 et que Ci, ... i„=0, si Bi. ... = 0. 

De plus, si A est de classe a>0 multiplicative et si l'on a 
A = Bi, ... pour chaque n. An coïncide avec l'espace tout entier. 

Il existe par hypothèse un système d’ensembles (D/, ... /„) de 
classe a additive (même ambigus de classe «, lorsque 4 est dé 
classe a> 0 multiplicative) tels que 4^/, ••• Bi, ... i„ et que 
A, ... /„ = Q, Si = 0. Dés par Vn la somme de tous 

les produits de la forme Z?/, ... 7 „ ‘ et posqns O, ...7^ «= 

Du ...j„ — Vn. L’ensemble 4,, ambign de 

classe a + 1 coinbie di^^^ de deux ensembles de classé « 
additive. L’égalité An^Dt' .i. Dt . — Vn = G/, ... 7j, implique 
que ti, ... ^ èst de 'dasse e additive par rapport à 4/i,^ d^ 
vertu dé l’égalité CJ . ... i^:Çf .'i. i„'Dj, fon 
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conclut que Q , ... est ambigu de classe a par rapport à A„. 
On a enfin AQ , ... = ADi, ... — AV,, = 5,-, car l’égalité 

ADi ^ ... ■ Dj ^ ... ... ... — 0 donne A V,, = 0. 

Si l’on suppose que A = ^ B ,-, ... /„, il vient Bi , ... = 

= ^ ^ 1 , — /„* (Z ^ ••• /„* 6t il existe (N® VIT) un ensemble E ,, ... 

A: /f 

ambigu de classe a tel que 5/, ... C — <„ C .2^ A, ... /„*• On 

k 

définit les ensembles C/, ... (où n !> 0) par induction, en conve- 
nant que \) C — l’espace tout entier, B = A, 2) ... étant un 

système donné et / étant le plus petit indice tel que fi,-, ... ^ 0, 

on a C/, ... /„/ = C/, ... Di, ... -f- C,-, ... i„ — fi,. ... 3) pour k> l 

Ci, ... — C/, ... • D/, ... /„/, -- (Ci, ... ,-„/ -4- ... -1- Ci, ... /„(*-!)). 

Remarque. Les énoncés 1 et 2 sont valables dans l'espace 
de dimension 0 aussi pour a — 0. Cf. la remarque finale du N" VII. 

IX. Ensemble limite des ensembles ambigus. A étant un 
ensemble ambigu de classe a > 1, il existe une suite d'ensembles A„ 
ambigus de classes < a tels que 

oa ocj 

A = ^ {An * An-\r\ ' •••) ^ Il {An + An f l 4“ ...)> 

//=o /i-^o 

C. à d. que A = Limes An au sens de la Théorie générale des en- 
semblés (cf. N® 13, VI, 8). 

Dans les espaces Q- dimensionnels le théorème est valable aussi 
pour a = 1. 

On a par hypothèse 

Kn^] 

et Ln C A+i (d’où 1 - Li = 

les ensembles Kn et L„ étant de classes < a multiplicatives. 

D’après le théorème de séparation (N® VII) il existe une suite d’en- 
sembies An ambigus de classes < a et tels que /C, C C 1 ~ A. 
La double égalité à démontrer résulte de la formule (cf. p. 9): 

oo oo cjo oo oo' oo oo 

A^ZKn^i: riKn+iCi riAn+iCii 2:A„^iC 

n=o n=0 i=o n=o /=o /~o /i~o 

cil Sa 7 tLn+d =na - lô = i - f /:, = a. 

/=0 fl =0 /=.0 1=0 


ZKn, l-A=SLn, Kr. CK„+1 


(d’où Kn=il 

\ i -^ 0 
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X. Ensembles localement boreliens. D’après la définition 
générale de la localisation des propriétés (p. 29), un ensemble A 
est dit de classe « au point p, lorsqu’il existe un entourage E 
de p tel que AE est un ensemble borelien de classe a. Le terme 
«entourage" peut être remplacé par «entourage ouvert", excepté 
dans le cas où il s’agit de la classe 0 multiplicative (cas d’en- 
semble localement fermé, voir p. 65), car AE étant de classe a et O 
désignant l’intérieur de E, l’ensemble AG est encore de classe a 
(sauf le cas exceptionnel indiqué). On peut enfin remplacer dans 
le cas de l’espace séparable les entourages ouverts par les en- 
sembles ouverts appartenant à la base /?i, ... de l’espace. 

Dans un espace séparable, l'ensemble B des points de A où A 
est localement de classe a additive (ou bien de classe multiplicative 
> 0) est encore de la même classe ^). 

1. Soit, en effet, R„^, Rn„ la suite de tous les ensembles 
(appartenant à la base) tels que AR„,^ est de classe « additive. 

L’ensemble B — ^ AR„^ est donc de classe a additive. 

* 

2. Supposons à présent que AR„/^ soit de classe a > 0 mul- 
tiplicative et posons en vertu de l’identité XY = X — (X — Y)’. 

B = 2 " AR„, = A -2 Rn, -2 R., - [2 /?«, - ^1 =2 -2 IR^,-ar„j. 

k k k I k I k h 

L’ensemble R„^ — AR„i^ étant de classe a additive, il en est 
de même de 2 {Rn^ ~ la conclusion demandée. 

k 

Il en résulte que 5/, dans un espace séparable^ A est en cha- 
cun de ses points de classe a additive (ou bien de classe multiplica- 
tive > 0)^ A est un ensemble de la même classe. 

Remarque'^). L’hypothèse de la séparabilité de l’espace est essentielle. 
Considérons, en effet, l’espace formé de tous les points a), où < l 

et 0 ! a <C IL la distance des points (x, oc) et {x'j oc') étant définie comme égale 
à \x — x^\ pour a==a' et à 1 pour (ainsi l'espace est le produit carté- 

sien de l’intervalle et de l’ensemble des nombres transfinis < îi). Soit «l’in- 
tervalle“ (x,a) où et un ensemble borelien qui n’est pas 

de classe a. L'ensenible S B est localement borelien, puisque les inter- 

a : i2 "" 

valles sont ouverts dans l’espace, mais il n’est pas borelien, puisque s’il 
était de classe oc, l’ensemble 5 • le serait également. 

^) Cf. K. Z a r a n k i e w i c Z, O zbiorach lokalnie mierzalnych {B), Wiado- 
mosci Matematyczne 30 (1928), p. 115. 

-) Cette remarque est due à M. S z p i 1 r a j n, Fund. Math. 21 (1933), p. 112. 
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XI. Evaluation des classes à l’aide des symboles logiques ‘). 

Nous dirons qn'une fonction propositionnelle œ {x) est de classe 
(de classe 6 r„), lorsque l’ensemble E '-F M est de classe Fa (de 

X 

classe 6 '„). En tenant compte des formules établies dans l’Intro- 
duction (§ 1, TV et § 2, V — VI), on démontre les propositions sui- 
vantes: 

1 ) œ (x) et (|< (x) étant deux fonctions propositionnelles de 
classe Fa (de classe Ga), les fonctions f (x) + <|i (a;) et ? (A:) <;i (x) 
le sont également. Caron aE [f (x) + •}> (x)j — E 'F (x) +£’'!' (x) et 

A A A 

E[9 (x) <^(x)]=E'f (x) E’]>(x) et la classe borelienne est in- 

.\ A A 

variante relativement à la multiplication et à l’addition des en- 
sembles. 

D’une façon plus générale: 

la) Soit (aCj , ... , Xn) ... , Xkj") “f- (A/^, ... , A/^), les 

indices ki, , kj et li, , L étant supposés <« (par exemple 
<p (a:, y, Z) - <1» (a, y) + y. (y, z)). Si les fonctions <> et y sont de 
classe Fa (de classe G„), 9 l’est également (et il en est de même 
du produit ^ y). 

En effet, E 9 {x^, ... , x„) = E'^ix» ,x^p + E V.ixn, ... , x,J 

.Y, ...A^^ A, 

et, l’ensemble /i 'l' ( a*., ... , Aa^) étant de classe l’ensemble 

... 'kj 

E '!• (Aa„ ... , A*.) l’est également, car il s’en obtient en le multi- 

pliant par des axes (voir N*IIÏ). 

On voit ainsi qu’^w effectuant avec des fonctions proposition- 
nelles données de classe Fa {de classe Ga) ttn nombre fini d'addi- 
tions et de multiplications logiques, on parvient toujours à une fon- 
ction propositionnelle de classe Fa {de classe Ga). 

2) Si la fonction propositionnelle ? (a) est de classe Fa, sa 
négation est de classe Cr». 

Car l’ensemble E ?'(a) est te complémentaire de £" 9 (a). 

X ^ 


■) Voir la note de M. T a r s k i et de moi Les opérations logiques et les 
ensembles projectifs et ma note Evaluation de la classe boreUenne ou projective 
à l'aide des symboles logiques, Fund. Math. 17 (1931). 
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3) Si les fonctions propositionnelles f/,(x), « = 1, 2, ... sont 

des classes < «, la fonction ^ ?»(■«) est de classe a additive et la 

« 

fonction // ©«(jc) est de classe a multiplicative. 

n 

Car ES = UE ?«(■«) et Eli ?n(x) = UE les opé- 

.V n n X X n n x 

rateurs S FI étant entendus au sens logique dans les membres 
gauches et au sens mathématique dans les membres droits de ces 
égalités (cf. § 2, V, 1 et 2). 

En particulier, si toutes les fonctions fn(x) sont d’une classe 
Fa avec a pair, la fonction S ?n(x) est de la classe Fa, et la fon- 

n 

ction Fl ffn(x) est de la classe D’une façon analogue, si les 

n 

fonctions ^n,m{x) sont d’une classe F^, la fonction / JS ?«./»(■*) est 

ni n 

de la classe ®tc. 

On voit ainsi que les règles 1) — 3) permettent d’évaluer la 
classe borelienne d’un ensemble, si l’on sait définir cet ensemble 
à l’aide d’une fonction propositionnelle qui s'obtient d’un système 
de fonctions proposltionnelles dont les classes sont connues en effec- 
tuant les opérations logiques: +, •, Si I F u,n nombre fini de fols. 

n n 

4) Si tp {x) est une fonction propositionnelle de classe F^ {de 
classe Ga) et si x — f (t) est une fonction continue, la fonction pro- 
positionnelle (p If (i)| est aussi de classe {de classe Gf). 

Posons, en effet, A = E ’p (•’c). H vient (voir § 8, 1): 

X 

E ? 1/(0] =/i {fit) ^ E ? ix)} = E {fit) e A}=f KA) 

i i X t 

et, l’ensemble A étant de classe (de classe Éf^), il en est de 
même (voir N® III) de l’ensemble f ~\A), 

XIL Applications. Soit ‘X un espace métrique arbitraire, 

1. Considérons la famille 0 de toutes les suites extraites de cet espace 
qui satisfont à la condition de convergence de Cauchy (on dit qu^ine suite ÇS 4*, ... 
satisfait à la condition de Cauchy, si à chaque €>0 correspond un Indice m 
tel que l’on ait | — Ke, quel que soit /). Nous allons prouver que la 

famille 0 constitue un ensemble dans t espace 
On a, par définition: 

k m i h 
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Or, la fonction propositionnelle 9 ^^ ^ (E) || ' — E'” i C y-j est de 

classe Fo (pour k, m et i fixes). En effet, en tenant compte du fait que la 
distance est une fonction continue de deux variables et que est une fon- 
ction continue de E (cf. §24, I), Fensenible {i ~ E'" ^ ^ fermé. 

p]n appliquant la rèj^Ie /3), on en conclut que la fonction n /(E) est 

i 

éj^alement de classe /'o, que JL 1 1 m classe et finalement 

/// i ' ' 

que//|://,,, est de classe Cela veut dire que l’ensemble ^ 

est un F c. q. f. d. 

"0 * 

11 en résulte en vertu de la règle 4) que, f^(t) étant une suite de fon- 
ctions continues (définies sur un espace T), l’ensemble C de points t pour lescpiels 
la condition de Cauchy est réalisée est un F^-. 0. Car, en désignant par E (f) la 

suite l/,(0,/î(0- -I, on obtient {^ : C} f/ ^ / / <p^ [Ç (/)]. 

k m i ’ ’ 

2 . Im famille ' 0 ' des suites denses en soi constitue un ensemble dans 

f espace Car la suite E — [E\ —J est dite dense en soi, lorsqu’il existe 

pour tout n un E"^ 4= E'* aussi près que l’on veut de E”; en symboles: 

[I e #] / / E {0 < 1 1" ~ E"' j < -U • 

nk m ^ k) 

La fonction propositionnelle entre crochets { } étant évidemment de la 
classe Oq (pour //,/// et k fixes), on n’altère pas sa classe en ajoutant l'opé- 

rateur La fonction lE^^I est donc de la classe OV. 

m 

3. Décomposition de l’ensemble des nombres irrationnels en K. sous-ensem- 

bles '-), Soit r,, /'.J, ... la suite de tous les nombres rationnels. Faisons corres- 
pondre à chaque nombre irrationnel (de l’intervalle 01 ), considéré comme 
une suite infinie de nombres naturels ...] (cf. § 14, V), l’ensemble Z, com- 
posé de nombres Ordonnons ces nombres selon leur grandeur: si Z 

est bien ordonné, désignons par t (a) son type d’ordre; s’il ne l’est pas, posons 

Nous allons prouver que l'ensemble 10 < (0 < a]» où 2 a < !>, 

est de classe G . 


0 Cf. § 2 , VI, 2 . Si A est complet, C est l’ensemble des points de con- 
vergence de la suite {/,/f)}. 

‘) Voir IL Lebesgue, op. cit. p. 213, N. Lusîn et W. SierpiA- 
fl k i, C. R. Paris, t. 175 (1922), p. 357, où se trouve une décomposition en Ki 
ensembles boreliens, non vides et disjoints. 
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Désignons à ce but par le type d’ordre de rensemble des nombres 
rationnels inférieurs à /',„ (si cet ensemble est bien ordonné, sinon nous 

écrirons — — 1) et posons ^la,^ — ”/7(0 ^^1- Considérons deux 

cas: a est de la forme ? + 2^^ a est un nombre limite. 

Dans le premier cas, on voit aussitôt que la condition pour que Ton ait ^ 
est que, pour chaque w, les éléments de Z, qui précèdent constituent un 
ensemble bien ordonné d’un type d’ordre <" On a ainsi réquivalonce: 

{5 ^ \} - (/ {0 < v,(^) < ?}. - IJ ■ 

D’une façon analogue : A } / / {(r,„ : / ,^) + v,- (0 ‘ ?l}- 


Dans le deuxième cas, où a est un 
e A-. } -- ^ {O < T (0 < E), d’où A- = JL 


nombre limite: a il vient 


d’où A-, — ^ At . 

/.,« E.« 

Enfin, on vérifie directement que Aj / /(' jn ' ' A^-=Ji j / (,t"==à*). 

Le dernier ensemble est manifestement fermé; le premier l’est aussi, car ryi 
étant une fonction continue de l’ensemble '',*1 fermé et il en 

est de même de l’ensemble IIE ~ f\k) ^ 

k . A -C 

La fonction propositionnelle étant, comme nous ve- 
nons de montrer, de la classe Fq, la fonction 1 1 [0 t/jCs) < ^ 1/ 

k ^ ^ 

l’est également, si l’on suppose que l’ensemble Af est fermé. On prouve 
ainsi par l’induction finie (suivant Tindice /) que pour chaque i naturel A^ 
est fermé (donc de classe O/). On en conclut que A,- est aussi fermé. 

Supposons, d’autre part, que pour chaque l < À les ensembles A^ et 

soient de classe Comme A>. = ^ /le » l’ensemble A . „ est de classe G . 

• t,n A,« A 

En posant a = pj, on voit facilement que de classe (puisque 

cet ensemble est défini à l’aide d’une fonction propositionnelle de classe 
En raisonnant comme auparavant, on prouve par l'induction finie que, 
pour chaque /, l’ensemble est de classe donc de classe 

De même Ay^^. est de classe donc de classe G. 

On parvient ainsi à la conclusion que, quel que soit a < ü, l’ensemble A^ 
est de classe G^ (d’ailleurs A^ est fermé, A^ est un F^, ^ est un F^^^ etc.). 


D’après un théorème élémentaire de la théorie des ensembles ordonnés, 
à chaque nombre 0<a<ü correspond un ensemble du type a composé ex- 
clusivement de nombres rationnels! Il existe, par conséquent, un nombre 
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irrationnel i tel que t (0 = ce nombre n’appartient donc qu’à des ensem- 
bles avec Ç > a. On voit ainsi que si l’on supprime dans Tensemble des nom- 
bres irrationnels les nombres ^ tels que Z, n’est pas bien ordonné, le reste 
est une somme des ensembles boreliens (différents) 

XIH. Fonctions universelles ^). Etant donnée une famille 
F d’ensembles, on appelle fonction universelle relativement à F toute 
fonction F{t) qui fait correspondre au paramètre t (parcourant 
un espace T) un ensemble de la famille F de façon que chaque 
ensemble-élément de F corresponde au moins à une valeur de t. 
En symboles; 

{X^F) F {t)l 

t 

Dans la suite, nous allons supposer que l’espace SI (dont les 
éléments de F sont des sous-ensembles) est métrique séparable. 
Posons T - K. (l’ensemble des nombres irrationnels de l’intervalle 01)“). 
Si F est de puissance < c, il existe évidemment une fonction uni- 
verselle relative à F (puisque l’ensemble ïl est de la puissance c). 
On peut donc substituer à F la classe borelienne ou G^. Or, 
nous allons démontrer^) qu’à chaque a correspond une fonction 
GfAh) universelle relativement à la classe et telle que ^ensemble 
E [x ^ Ga(s)l, situé dans le produit cartésien Sl"X 71, soit un 0 ^. 

Nous nous servirons des notations suivantes. Comme d’habi- 
tude, nous allons considérer le nombre irrationnel 5 comme une suite 
de nombres naturels ... (donnée par ex. par le développement 

de I en fraction continue). L’espace 7c étant homéomorphe à 
(§ 24, V), on peut faire correspondre à chaque 5 une suite de nombres 

Notion étudiée surtout par M. L u s i n, Voir W. Sierpihski, 
Fund. Math. 14 (1929), p. 82. 

2) Au lieu d’admettre que le paramètre t parcourt l’intervalle 01 tout 
entier (comme on l’admet d’habitude) nous en avons restreint les valeurs aux 
nombres irrationnels, pour éviter certains inconvénients liés .à la discontinuité 
de la fonction „«-ième chiffre du développement diadique de si Ton con- 
sidère le nombre irrationnel i comme une suite de nombres naturels, le /z-ième 
terme de cette suite est une fonction continue de 5 (cf. § 14, V). 

On pourrait se servir aussi bien de l’ensemble non-dense deCantor, qui 
est également une Ko-ème puissance d’un ensemble. 

*) Le raisonnement qui va suivre est dû au fond àM. Lebesgue, 
op. cît., p. 209. 
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irrationnels 5(i), 3(2), ... de façon que, pour n fixe, 3(n) soit une 
fonction continue de 3 et qu’en outre chaque suite de nombres 
irrationnels corresponde à une valeur de 3 (on peut poser, par ex. 


l(n) = [3 


‘ > Ô 




Faisons correspondre à chaque nombre transfini limite X (< Q) 
une suite Xj < X3 < ... convergente vers X (l’existence d’une telle suite 
résulte de l’axiome du choix). 

Désignons enfin par ^1, R2 , ... la base de l’espace (contenant 
l’ensemble vide). 


Fonction G„(3). Nous posons: 1) Go(3) ~ 'E Ri", 2) Ga4.i(3) = 
ou E suivant que a est pair ou impair, 

n ' ' n 

3) G) (3) — E Gi (3,,,), si X est un nombre limite. 

Il s’agit de montrer que: (i) l’ensemble GJ^i) est de classe G„, 

(ii) si X est de classe G», il existe un 3 s 96 tel que X — GJ,i), 

(iii) l’ensemble E [x s Ga(3)] est de classe G». 

ad (i). Procédons par induction. Pour a = 0 , l’ensemble Go(3), 
comme une somme d’ensembles ouverts, est ouvert, quel que soit 3. 
Si Ga(3) est de classe G» pour chaque 3, G„^,(3) est de classe G^^.! 
comme produit ou somme d’une suite d’ensembles de classe G* . 
Enfin, si X est un nombre limite et si pour chaque X„ l’ensemble 
Gx (5) est de classe Gx^, quel que soit 3, l’ensemble Gx(3) est de 
classe Gx comme une somme d’ensembles de classes < X. La pro- 
position (i) est ainsi établie. 

ad (ii). Soit d’abord X un ensemble de classe Gq, c. à d. 
un ensemble ouvert. Par définition de la base, X est de la forme 
X — E Rk„- Soit 3 un nombre irrationnel tel que 3^ = f — Aj, ... 

n 

Il vient Go(3) = E Rtn = E Rk„ — X. La condition (ii) est donc réa- 

lisée pour a = 0 . Supposons à présent qu’elle soit réalisée pour a; 
nous l’établirons pour a + 1. Soit donc X un ensemble de classe 
Ga . 1- On a X = n X„ on X — E X„ (suivant que a est pair ou 

~ /I /I 

impair), où Xn est de classe G^. Par hypothèse, il existe une 
suite de nombres irrationnels {3»} tels que X„ = Ga(Sn)- Par défi- 
nition de la fonction 3(n) il existe une valeur de 3 telle que l’on 
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ait , 5 n = quel que soit n. Il vient, suivant que a est pair ou 

impair, = // (j„( 3 {„)) = A" ou bien Ga 4 t( 8 ) = Z Ga(k«)) = 

n n 

Supposons enfin que X = lim X„, et que pour chaque X„ la 
proposition (ii) soit vraie. X étant un ensemble de classe G)., on a 
X Z X„ où Xn est d’une classe 6 '.^ avec «„ < X. La suite {X„} 

n ' fl 

étant convergente vers X, il existe pour chaque n un kn tel que 
Par conséquent X„ est de classe G-, . 11 existe donc un 

nombre irrationnel ,u„ tel que X„ = G, (3 ). Si i est un indice 
différent de tous les /?„, soit un nombre irrationnel tel que 
- Ainsi Soit, comme auparavant, j un 

nombre irrationnel tel que 11 vient X ^Z G>,^^(j(„))=G>,( 3 ). 

ad (iii). Hemarquons d’abord que l’ensemble K {x e R„) est 

x,n 

ouvert dans le produit V < (l’ensemble des nombres naturels). 
Autrement dit, la fonction propositionnelle (de deux variables) 
X s /^fj est de classe G^^. La fonction étant, pour n fixe, con- 
tinue, on en conclut en vertu de N‘^XI, 4 , que la fonction propo- 
sitionnelle X s est aussi de classe 11 en est encore de 
même de la fonction propositionnelle ^ (x s /?,«), qui équivaut 

n ^ 

à x^^ Rji (voir § 1, V). La fonction propositionnelle a; s GJ^i) 

n 

est par conséquent de classe G,, et l’ensemble E [•« £ Go(,0] est 

ouvert. D’une façon analogue, si la fonction propositionnelle 
X s Galfl) est de classe a, il en est de même de x e pour n 

fixe, puisque est une fonction continue de La fonction 
propositionnelle H [x s. G^Cj, .)] est donc (pour a pair) de classe 

G,,+i et comme JJ [x s G„(^(„))] {x e IJ G„( 5 („))j {x e G^^j(s)}, on 

en conclut que la condition (iii) est vérifiée pour a + 1. Enfin, 
si pour chaque n la fonction propositionnelle x e Gÿ (^ est de 

''‘n 

classe G) , la fonction Z ^ G^ (S(„,)] est de classe G>.. On en con- 

" n fl 

dut comme auparavant que E [x e G^Cs)] est de classe Gx. 

XI 

Un théorème analogue concerne les classes il existe pour 
chaque a une fonction universelle Faih) telle que l’ensemble 

E [x e F ^(j)] est de classe F^. Notamment: — 9C— Ga,{l). 

H 
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XIV. Existence des ensembles de classe qui ne sont 
pas de classe Fa- Nous en établirons l’existence dans l’espace 
des nombres irrationnels ^). Posons = )i et considérons l’ensemble 

.5 

qui est la projection sur l’axe )l de la partie de l’ensemble 

E [j E GJs')] située sur la diagonale de l’espace /c < )(., c. à d. sur 

ÀS 

l’ensemble E{l = }\) (cf. p. 144). L’ensemble E \i ^ G^{i,,')] étant 

de classe l’ensemble projeté est de classe Grj, relativement 
à la diagonale et, la projection de la diagonale sur l’axe étant 
une homéomorphie, l’ensemble est de classe (dans )i). 

Reste à prouver que Z^^ n’est pas de classe Si Ton sup- 

pose le contraire, l’ensemble )C — est un de sorte que, la 
fonction 0^(0 étant universelle, il existerait un 1^1 que JC — 

= OfXîo)* Mais cela implique une contradiction, car on a par défi- 
nition de Z,^ l’équivalence {i^o ^ (^«(> 0 )} {>o - ^r,}> tandis que par 

définition de i^. {,^o ^ G,Xh)} {j„ e ( h'. - Z„)). 

Remarque. La deuxième partie de ce raisonnement est, en réalité, une 
démonstration du théorème suivant de la Théorie générale des ensembles. 

Théorème de la diagonale Etant donnée une fonction /' (O qui l'ait cor- 
respondre à chaque élément d’un ensemble T un sous-ensemble de 7', l’en- 

seinble /s T — /'(7)J n’est pas une valeur de cette fonction. 

t 

XV. Problème d’effectivité ^). Le démonstration (jue nous avons 
donnée au XIV de l’existence d’un ensemble de classe 6"^^ qui n’est pas de 
classe n'est pas effective, c. à d. que nous n’avons pas défini une fonction 
qui fasse correspondre à chaque a un ensemble jouissant de la propriété en 


Pour a 3 on peut l’établir d’une façon plus directe: voir R. Pair e, 
Sur la représentation des fonctions discontinues, Acta math. 30 (1905) et 32 (1909), 
ainsi que N. Lus in Ensembles analytiques, Paris 1930, p. 97, exemple du à 
M-lle K e 1 d y c h. 

'^) Ce théorème remonte à G. Canton cf. sa démonstration de l’iné- 
galité 2^'^ > m. 

3) Voir ma note Sur l'existence effective des fonctions représentables ana- 
lytiquement de toute classe de Bqire, C. R. Paris, t. 176 (1923), p. 229. Cf. aussi 
W. Sierpinski, Un exemple effectif d'un ensemble mesurable (B) de classe a, 
Fund. Math. 6 (1924), p. 39. 
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question. En analysant le raisonnement du XllI, on voit que Tabsence de 
Teffectivité provient du fait que nous n’avons pas défini une fonction quilasse 
correspondre à chaque nombre limite X une suite convergente de nombres <X; 
nous n'en avons, en effet, qu’affirmé Vexistence^ sans déterminer aucune suite 
individuelle de ce genre. Une telle définition n’est pas d'ailleurs connue. 

On voit ainsi que pour résoudre effectivement le problème de l’existence 
des ensembles qui sont des sans être des on aura à changer la con- 
dition 3) de la définition de G (^). Nous nous servirons à ce but de la fon- 
ction T (5), définie au N® XII, 3, qui jouit de deux propriétés importantes: 1° elle fait 
correspondre à chaque nombre j un nombre transfini (ou — 1) de façon à épuiser 
tous les nombres «<12, la fonction propositionnelle (p^(^) {o < t (jX a} 
est de classe G^. 

Or, admettons que la fonction soîf définie par les conditions 1), 2) 

et la suivante, qui remplacera la condition 3): 

n 

11 s’agit d’établir les conditions (i)*— (iii) du N^'Xlll pour a = X, ces con- 
ditions étant supposées vérifiées pour ^cX. 


ad (i). Pour chaque ;; l’ensemble est la somme d’une infinité dé- 

nombrable d’ensembles de classes G^ où ^ < X, Donc G^^(]) est de classe . 

ad (ii). Tout ensemble X de classe 6\ est de la forme X — S X^, où 

''' n 

X„ est de classe 6\ et 0<E„<X, A chaque correspond un nombre irra- 
■n 

tionnel ii„ tel que t (n„) = En outre, la fonction Gt (s) étant universelle, il 

■n 

existe un tel que X^ == Or. il existe par définition de la fonction 

une valeur de ^ telle que soit n. Il vient 

ainsi X,^ == et 0 < t d'où X = G^ (5). 

ad (iii). Il s’agit de prouver que la fonction propositionnelle de deux 
variables x t G^(j) est de classe G^. L’équivalence [0 < t (g) = E] 


montre que la fonction propositionnelle [0 <t(5) = ëJ est de classe il en 


est de même de [0 < r = ^J, puisque est "“e fonction continue de 5 (cf. 

la règle 4 du N® XI). La fonction propositionnelle x i pour la même 

raison de classe G^ si Ç • X; par conséquent, le produit logique de ces deux fon- 
ctions, c. à d. la fonction [0 < t (j^g//)) = ^] • ^ de classe La 


fonction ;c£G^(5), s’obtenant de celle-ci par l’addition 


dénombrable S est 

« ^<X 


donc de classe G^^. 

Ainsi le problème de l’existence, pour chaque a, d’une fonction univer- 
selle relativement à la classe G^ se trouve résolu d’une façon effective. La 
définition de l’ensemble telle qu’elle a été énoncée au N® XIV, donne donc 
une solution effective du problème de l’existence dans l’espace des nombres ir- 
rationnels d’un ensemble qui est un G^ sans être un F^. 
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§ 21 . Fonctions mesurables B. 

I. Classification. Une fonction f {x) qui transforme un espace 
métrique 9C en sous-ensemble d’un espace métrique JJ est dite 
fonction mesurable B de classe a (oUySimpleînenU fonction de classe a), 
lorsque, quel que soit l’ensemble fermé F (fj jj\ Tensemble f'^^(F) 
est un ensemble borelien de classe a multiplicative ^). 

Les ensembles fermés étant de classe 0 multiplicative, les fon- 
ctions continues coïncident, conformément à cette définition, avec 
les fonctions de classe 0. 

Pour que la fonction caractéristique ctiin ensemble A soit de 
classe a, il faut et il suffit que A soit un ensemble ambigu de classe a. 

En effet, la fonction caractéristique n’admettant que deux 
valeurs 0 et 7, considérons comme l’espace Jj l’ensemble composé 
de ces deux éléments. Chacun d’eux forme un ensemble fermé. 
Si l’on suppose que la fonction caractéristique f (x) est de classe a, 
les ensembles A - /“"*(/) et IX — A — f'^^O) sont de classe a mul- 
tiplicative; A est donc un ensemble ambigu de classe a. 

Inversement, l’ensemble A étant ambigu de classe a, on vérifie 
facilement que l’ensemble / ^{F) est de classe a multiplicative, 
quel que soit l’ensemble fermé F (l’espace Jj ne contient en effet 
que 4 ensembles fermés). 

On en conclut qu’// existe, dans chaque classe a, des fonctions 
réelles de variable réelle qui tV appartiennent pas aux classes infé- 
rieures et qu’/7 existe des fonctions non mesurables B. Cette dernière 
conclusion résulte aussi du fait que, JJ étant séparable^ la famille 
des fonctions mesurables B est de puissance : c. 

En effet, la suite /?i, /? 2 , ... formant la base de l’espace Jj\ 
toute fonction / qui transforme SX en un sous-ensemble de Jj est 
complètement caractérisée par la suite d’ensembles /““W 2 )> ••• 

Car, chaque point y de Jj étant de la forme y = Rk/ Rk^ ‘ ••• , on a 

{y =/(a:)} {xzf-\y)} -- {x t R 

n 

Or la fonction / étant supposée mesurable B, les ensembles 
f~KRn) sont boreliens et, la famille de ces derniers étant de puis- 
sance •< c, la puissance de la famille des fonctions mesurables B 
est < = c. 


*) Voir H. Lebesgue, op. cit., Journ. de math. 1905, p. 166, 

C. Kuratowski, Topologie I. 12 
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II. Equivalences. En tenant compte de l’identité (p. 12, N®II, 8) 
f~KJJ — Y) = 9C—f~\Y), on pouvait définir les fonctions de 
classe a comme les fonctions pour lesquelles l’ensemble f~\G) est 
de classe a additive, quel que soit l’ensemble ouvert G. 

De plus, si l’espace J/ est séparable et si la suite ... 

forme sa base, il suffit, pour que la fonction / soit de classe a, 
que chacun des ensembles f~\Rn) soit de classe a additive. Car 
on a G = + R,, + ... , d’où /->(0) = /->(/?*.) +/-'(/?*,) + ... 

Il en résulte aussi que les ensembles f^\Rn), « = 1, 2, ... , étant 
boreliens, la fonction f est mesurable B; notamment de classe a, 
où a > a„ et où f~^{Rn) est de classe a„. 

Dans le cas particulier où [i est l’ensemble des nombres réels, 
les fonctions de classe a peuvent être définies par la condition 
que les ensembles fé / (x) < b} soient de classe a additive, 

;ic 

quels que soient a et b (d’ailleurs on peut les supposer rationnels). 

L’espace Jj étant séparable, la condition nécessaire et suffisante pour que la 
fonction f (x) soit de classe a est quil existe pour chaque e>0 une décomposition 
de t espace: = Zj -j- ^2 + — ensembles de classe a additive tels que ô [/ (Z,^)] < e, 
quel que soit n q. 

En effet, l’espace jj étant séparable, il existe (voir § 17, II) une suite 
5,, .S\, ... de sphères ouvertes telles que jj = S, -j- Su -f- ... et S (5,^) < e. Il suffit 
donc de poser Z„ = / 

Supposons d’autre part que la condition du théorème est vérifiée. 
11 vient .\ ~ Zf + ZÎ -f- ... et ^ [f <i^lk où est de classe a additive. 
11 s’agit de prouver que, G étant un ensemble ouvert (dans (/), f ^(G) est de 
classe a additive. Nous allons démontrer, en effet, que f ~'(G) est la somme 
des ensembles Zjj tels que f(Z^j)QG. 

Or, d’une part, les conditions ^ Z* et /(Zf,) C G entraînent /( a) e G, 
d’où x^f -^(G), D’autre part, la condition /(x) s G, qui équivaut à xtf -\G), 
implique que, pour k suffisamment grand, l’inégalité \y — f{x) \ < Va> entraîne 
3^ 3 G (puisque G est ouvert). Soit n un indice tel que x t 11 résulte donc 
de l’inégalité o [/(Zf^)] < ^/k que /(Zj)) C G. 


^) Voir H. Lebesgue, op. cit., p. 172 (domaine réel). Pour le cas gé- 
néral, voir B. Gagaeff, Sur les suites convergentes de fonctions mesurables B, 
Fund. Math. 18 (1932), p. 183; cf. aussi P. Veress, Ueber kompakte Funktionen- 
niengen und Bairesche Klassen, Fund. Math. 7 (1925), p. 244, où l'on trouve 
plusieurs applications du théorème considéré. 
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III. Superposition des fonctions. / (x) étant une fonction de 
classe CL et Y un ensemble de classe p, l'ensemble /“’( V) est de classe 
a + P (multiplicative ou additive suivant la classe de V). 

Cela résulte par l’induction transfinie (par rapport à P) des 
identités: 

n) = If-KVn), y.) = Il 

et du fait que P„ < P entraîne a + p„ < a + p. 

En particulier, si / est une fonction continue, l’ensemble 
/~‘(K) est de classe p. 

Si la fonction y = f (x) est de classe a et la fonction z g (y) 
de classe p, la fonction h{x) = g f (x) est de classe a + p. 

On a en effet: {h (x) t F} ==3 {g [f(x)] e F) {/(jc) e ,?--'(^)K 
d’où h-^(F) == E [/(v) £ ,?“'(^)J L’ensemble F étant 

.V 

fermé, g~^{F) est de classe P multiplicative, de sorte que f~^[g~^{F)\ 
est de classe « + P selon le théorème précédent. 

En particulier, si la fonction g est continue, les fonctions 
g f {x) et / ^ (Jc) sont de classe «. 

IV. Fonctions partielles. 1. Etant donnée une suite d' ensembles 
{En) de classe a additive tels que IV = E-^ E^ -V ... et que, f,, dé- 
signant la fonction partielle f \E,„ /„ est de classe a sur E,,, la fon- 
ction f est de classe ci {sur Vespace entier). 

Soit, en effet, G un ensemble ouvert C .'/• ü vient (§ 3, II, 15): 
f-^{G) = /r’(G) + f7\G) + ... et, chacun des ensembles f7'\G) 
étant par hypothèse de classe a additive relativement à l’en- 
semble En, qui est lui-même de classe a additive, l’ensemble f ^^(Q) 
est encore de classe « additive comme une somme d’ensembles 
de cette classe. 

2. M et N étant deux ensembles de classe a multiplicative, tels 
que 'X — M-\-N et que les fonctions partielles f\M et f\N sont de 
classe et, la fonction f est encore de classe ci. 

La démonstration est tout à fait analogue à la précédente: 
on n’a qu’à remplacer l’ensemble ouvert G par un ensemble fermé F 
et la somme infinie par une somme de deux termes. 

3. / étant de classe ci, f\E l’est également, quel que soit E. 

C’est une conséquence immédiate de § 3, II, 14. 
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V. Fonctions de plusieurs variables. Dans le cas où la 
variable indépendante parcourt un produit cartésien de deux espaces 
SÏX //, la fonction f{x,y) est dite fonction de deux variables. 

Evidemment une fonction f(x) d’une seule variable peut être 
toujours considérée comme une fonction g{x,y) de deux variables, 
en posant g (x,y) = / (a:). 

1. Si f (x) est de classe a et g (x, y)=f (a:), g (a:, y) est de classe a 
par rapport à la variable (x,y). 

En effet, x considéré comme fonction (l’abscisse) du point 
(a:, y), en est une fonction continue (cf. p. 79). D’après le thé- 
orème sur la superposition des fonctions (N® III), / (a:) en est une 
fonction de classe a. 

2. Si la fonction f{x,y) est continue relativement à la va- 
riable X et de classe a relativement à la variable y, elle est de classe 
a -|- 1 relativement à la variable (a:, _)/)*). L’espace St est supposé 
séparable. 

Nous allons montrer au préalable que, rj, rj, ... étant une suite 
de points dense dans iX et g (x) une fonction continue, la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que le point g (a:) appartienne 
à l’ensemble fermé F, est qu’à chaque n corresponde un k tel que 
I a: — r* I < V" et g (r*) s S,„ où S„ désigne la sphère ouverte géné- 
ralisée de centre F et de rayon V«- En* symboles logiques: 

(i) {g (x) B F} Il El\x-r,\< V«] • [g {n) s S,,]. 

// k 

En effet, r*,, /•*,, ... étant une suite convergente vers x, on a 
lim jÇ (rA^) = ^(A:), donc pour m suffisamment grand: | — a: j < V» 

et I g (fk^ — S" (-^) l V'ï- OTj si l’on suppose que g (^) s il en 
résulte que g (rk^J e S„ et le membre droit de l’équivalence est 
réalisé. Inversement, si Ton suppose qu’à chaque n correspond 
un indice kn tel que \ x rk„\<^ln et que g ^ Sn, d’où 


*) Cf. H. L e b e 8 g U e, 1. c., p. 201 et ma note Sur la théorie des fonctions 
dans les espaces métriques, Fiind. Math. 17 (1931), p. 278. Des exemples élé- 
mentaires montrent qu’une fonction de deux variables peut être discontinue^ 
bien qu’elle soit continue relativement à chacune de deux variables prises 
séparément. 
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il vient lim = a;, d’où lim ^ (r*„) = ^ (a:), et 
comme Hm p [g' (fu,), F] ~ 0, il en résulte que p fg' (x), F] —0, c. à d. 
que g (x) e F. 

Ceci établi, substituons dans la formule (i) la fonction f(x,y) 
à g (a:). Il en ressort; 

{/ (-«,3’) s F} fl E [ X - rM\ < V«1 • \f{rk,y) £ 5„1, 

d’où " * 

(ii) f-\F) :r j J ^ |||// \x-rk\ < ‘/n) X .// 1 ■ |E\' X E fiXk.y) £ 5„|| 

Or, la fonction / (r*, >/) étant de classe a par rapport à la va- 
riable j', l’ensemble /i 1/ (/■*, 3^) £ 5,;] est de classe a additive (pour Æ 

.V 

et n fixes). L’ensemble K [\x — rk\< évidemment une sphère 

ouverte. Il en résulte, par la méthode d évaluation de la classe 
d’une fonction propositionnelle (§ 26, XI), que la fonction propo- 
sitionnelle de deux variables {f {x^y) t F) et l’ensemble /""'(O 
sont de classe a + 1 multiplicative. 

En particulier, si la fonction f {x^y) est continue par rapport 
à chacune des variables séparément, elle est une fonction de I-re 
classe. On montre par induction qu’une fonction de n variables 
qui est continue par rapport à chacune d’elles est de classe /z — L 

Remarques. 1) L’hypothèse de la séparabilité peut être supprimée, si 
l’on se propose de démontrer que toute fonction continue par rapport. à cha- 
cune de deux variables est de I-re classe *). On peut se servir, en effet, au 
lieu de l’équivalence (i) de la suivante: 

{g (A) a r } Il I\\X-X'\< >/«] • {x') e S„], 

n x' 

que Ton déduit d’une façon tout à fait analogue. 

On a alors à remplacer dans la formule (ii): ^ par 2j et r^ par 

k A' 

Or, l’ensemble entre crochets { } étant ouvert (puisque a = 0 par hypothèse), 

la sommation (indénombrable) S conduit encore à un ensemble ouvert et, 

x' 

finalement, f—^(F) est un G^. 


^) Il serait intéressant de reconnaître si cette hypothèse peut être 
supprimée dans l’énoncé 2 et dans plusieurs autres énoncés de ce §. 
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2) Une fonction f(x,y) de I-re classe relativement à chacune des variables 
peut être non mesurable B (même non mesurable au sèns de Lebesgue) ^). 

Soit, en effet, sur le plan euclidien X V, A un ensemble non bo- 
relien situé sur une circonférence (ou encore: un ensemble non mesurable 
superficiellement au sens de Lebesgue qui n’a que tout au plus deux points 
communs avec chaque droite parallèle à un des axes). La fonction caracté- 
ristique de A est non mesurable B (voir N® I), tandis que par rapport à cha- 
cune des variables elle est de I-re classe, puisqu’elle s’annule partout, sauf en 
deux points (au plus). 

VI. Fonctions complexes. Chaque couple de fonctions 
^ ~ ^ fi (0 définit une fonction „complexe’’ z = h (/), où z 

désigne le point (x^y) du produit iV < JJ et t parcourt un espace T, 

1. Les espaces ST et J f étant séparables, la condition nécessaire 
et suffisante pour que la fonction z ^ h (t) soit de classe a est que les 
fonctions f (t) et g (t) (les „coordonnées*‘ du point z) soient de classe a. 

Nécessité. 0 étant un sous-ensemble ouvert arbitraire de ST, 
G X // est ouvert et, la fonction h (t) étant de classe a, rensernble 
H [b (t) £ O < V] est de classe a additive; comme il coïncide avec 

t 

f'~\G) en vertu de l’équivalence {f(t)tG} {A (^) £ G X /y}, la 
fonction / (t) est de classe a. 

Suffisance. Soient /?i, /? 2 , ... la base de l’espace IT et 
la base de 7 y. La double suite Rm X Sn constitue alors la base 
de l’espace \ < Jj (p. 141). Il suffit donc (cf. N'^II) de montrer 
que l’ensemble h-\Rtn < Sn) est de classe a additive. Or, l’équiva- 
lence évidente {h (t) £ Rm < Sn} - {/ (/) £ Rm) (t) £ 5,,} implique que 

X S„) {fit) s R„,) ■ {g{t) s S„) {f{t)tR„,} ■ E{git) £ s,,} = 

t t t 

— f~^(Rm) ' g~\Sn) et, les fonctions / et ^ étant par hypothèse de 
classe a, les ensembles et sont de classe a additive; 

leur partie commune // X 6 T) l’est donc également. 

Les considérations précédentes s’étendent au produit dénom- 
brable, Soient notamment .Vi, X 9 , ... une suite d’espaces sépa- 
rables et I (t) une fonction dont les valeurs appartiennent au pro- 
duit dénombrable ViX VgX... La fonction i(t) représente donc 


q W. s i e r P i n s k i, Sur un problème concernant les ensembles mesura- 
blés superficiellement, Fund. Math. 1 (1920), p. 114 et Fiinkcje przedstawialne ana- 
litycznie, Lvvovv 1925, p. 08. 
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une suite de fonctions: Si ( 0 > S2 ( 0 » ••• Pour que la fonction soit 
déclassé a, il faut et il suffit que chacune des fonctions ijii(t) le soit. 

La nécessité de cette condition se démontre comme au- 
paravant, car on a l’équivalence {^,( 0 ^ G} {'^{t)t{G X iVj X ' VjX...)}. 

Pour en prouver la suffisance, désignons par /?m, où 
/n = l, 2 , la base de l’espace Y,. Les ensembles de la forme 
Ri X Ri X ... xR'i X V„4-iX. V„4.2 X ... constituent alors la base de l’es- 
pace lViX.V2X...(p. 148 ). Il vient: j“‘{^*,X-..X/?ft',,X.’\ „4.i X.\ „4.2X...) = 

=E {[,5i m s • ... • [.v-(0 e /?*„]• [j«+.(0 ^ .v«+ri ■ [s«+ 2 (o ^ .v,M- 2 i ■ ...} = 

= 'ff\Rl)-...ff\R'OrT-... 

Les n premiers facteurs de ce dernier produit étant des en- 
sembles de classe a additive, l’ensemble total l’est aussi, c. q. f. d. 

En rapprochant les théorèmes précédents du théorème sur 
la superposition des fonctions (N® 111 ), on parvient à l’énoncé suivant 
sur les fonctions composées: 

2 . Si chacune des fonctions y, ~fi(Xi) est de classe a et la fon- 
ction z = g(yi,y.i , ...) est de classe p, la fonction g {ffx^), ...] 

est de classe a + p (les espaces Jf étant supposés séparables). 

Si l'espace séparable y-, s'obtient de l’espace iXi par une trans- 
formation de classe a, l'espace 7 /i X .V2 X ... s'obtient de . V, X , \ X ... 
également par une transformation de classe a. Notamment, si fi {x) 
est la fonction de classe a transformant X enX/ et 3 = [g', V'7 ..•] est 
un point variable de Vi X X fonction)) (3) — [/i(3')./2(3^)> •••] 

est la fonction demandée. 

Car les fonctions 3' étant continues, les coordonnées /,(3') du 
point variable i) (3) sont des fonctions de 3 de classe a et d’après 1 
la fonction i) (3) l’est aussi. En outre, g [)) (3)] est de classe a + p. 

VIL Image de l’équation 3/ =/(a:). Soit un espace séparable. 

1 . Si f{x) est de classe «, l’ensemble /= E[y — f (.x)] est de 

xy 

classe a multiplicative. 

2 . Si, en outre, A est de classe p dans :Y X //, la projection 
P de IA sur l’axe Y est de classe a -Y p (multiplicative ou additive 
suivant la classe de A). 

ad 1 . Considérons la fonction f (x,y) = \y — f (x)\. On a évi- 
demment E [y = f{x)] = E ['f (^^,3^)= 0]. Or, la distance |3' — y I 

xy xy 
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étant une fonction continue des variables et y (p. 89), ^(x,y) 
est de classe a d’après N® VI, 2 (en y substituant ij/i —yo i à g(yi,y 2 ))- 
L’ensemble /i [? (^, y) = 0], comme identique à où F est 

composé du nombre 0, est par conséquent de classe a multiplicative 0- 

En particulier, si / est une fonction continue, son image est 
fermée (voir d’ailleurs § 23, XI); si / est de 1-re classe, son image 
est un G?j. Cependant les énoncés inverses sont en défaut. 

ad 2. La fonction h{x)^{x^ f{x)\ étant de classe a (N'^VI, 1), 
l’ensemble P h^^{A) est de classe a+ [i (N^III). 

Vin. Limite de fonctions ’). Considérons au préalable un en- 
semble fermé F et une suite de points tels que limy^? = y. Soit Sn la 
sphère ouverte de centre F et de rayon ^/n (voir p. 86). Nous allons 
démontrer que pour que y ^ F, il faut et il suffit qu’à chaque n 
corresponde un k tel qu’on ait yn-\^A' £ Sn; en symboles logiques: 

(i) 

n k 

En effet, d’une part, si y e F, tous les points y,,, fi indice 
suffisamment grand satisfont ii l’égalité \ym — y\< y/i, donc à la 
formule ym s S„; on peut par conséquent admettre comme k un 
indice arbitraire suffisamment grand. D’autre part, si y non-s F, 
il existe en vertu de la formule F— H S» un m tel quej; // o«-s5h,. 

n 

L’égalité y -limy,; implique alors qu’à partir d’un indice n >m 
tous les points y«-|.Ar sont situés en dehors de Smy donc en dehors 
de 5,„ ce qui prouve que le membre droit de (i) n’est pas vérifié. 

1. La limite d'une suite convergente de fonctions de classe a 
est de classe a + 1. 


9 F. Hausdorff, Mengcnlehre, p. 269. Pour le cas d’une fonction 
réelle, voir W. S i e r p i ifî s k i, Sur les images des fonctions représentables ana- 
lytiquement. Fund. Màth. 2 (1921), p. 78. Pour le cas général j’ai donné (dans 
ma note citée de Fund. Math. 17, p. 277) une autre démonstration basée sur 
la formule suivante „de la séparation des variables* 

(3, +y) 2* (y ^ :>f - R„) (y' ^ R ») , 

n 

ou ®st la base de l’espace. 

Cf. F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 267. 
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Posons / (x) = lim fn(x). Il vient en vertu de (i): 

d’où " * 

(ii) f-\n = E \f (X) s F] E K \Uk{x) s 

A n k X n k 

Or, les fonctions fn{x) étant supposées de classe a, l’ensemble 
fZlkiS,,) est de classe a additive et, par conséquent, l’ensemble /“'(^) 
est de classe a + 1 multiplicative, c. q. f. d. 

Ainsi, en particulier, la limite d’une suite de fonctions conti- 
nues est de 1-re classe. La limite d’une suite de fonctions de 
classes finies est de classe w -f 1. 

2. La limite d'une suite uniformément convergente de fon- 
ctions de classe a est de classe a. 

En effet, la convergence étant uniforme, il existe une suite 
d’entiers (croissants) m„ telle que l’on a \f (x) — fm„-\-k{x)\ < ^jn pour 
chaque x et chaque /e 0. Nous en déduirons l’équivalence 

{fix)eF}^^lfJI {fn,„.Mx) ^ S,,}. 

fl k 

Posons, pour abréger, y — f(x) et yn — fn{x). Or, si l’on sup- 
pose que y s F, on a ym„i->t s S„ pour chaque n et k, puisque 
|_y — i < V«- Inversement, si l’on suppose que le membre droit 
de l’équivalence est satisfait, on a j/m,, e Sn pour chaque «, d’où 
f F) -C ''In et, fj {y, F) étant une fonction continue de l’argu- 
ment (§ 15, IV, (5)), l’égalité >/= lim implique que 9 iy>F) — Q, 
donc que y e.F. 

Ceci établi, il vient f~KF) = f j FI fml,+ii(Sn) et, l’ensemble 

n k 

fm^ykiSn) étant de classe a multiplicative, il en est de même de 
l’ensemble f~\F). La fonction / est donc de classe a. 

En particulier, la limite d'une suite uniformément convergente 
de fonctions continues est continue. La limite d’une suite unifor- 
mément convergente de fonctions de classes finies (croissantes) est 
de classe «». 
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Remarque. La convergence uniforme n’est nullement une condition n é- 
c e 8 s a i r e pour que la fonction f (x) — lim/^(A:) soit de classe a. En voici une 
condition nécessaire et suffisante (l’espace étant supposé sépa- 
rable): pour chaque e>0, il existe un indice n aussi grand quon le veut et tel 

que rensemble fl { ' f (-v) — i <1 e} ^st de classe a addiiive ’). 

•Y 

Cette condition est nécessaire, car la fonction ^„{x) ~ ? f (x) — 
est selon N^Wï, 2 de classe a, comme la superposition d’une fonction continue 
(de la distance, voir S 15, VI) et de deux fonctions de classe a. 

Elle est aussi suffisante. PJn effet, elle implique (pour e fixe) l’exis- 
tence d’une suite d’entiers croissants A’, <" tels que les ensembles 

™ { f(x) — (a) j <e} sont de classe a additive. Or, la suite /,/^) étant 

X 

convergente, il vient t " ^2 + — et, chacune des fonctions étant de 

C-c? < 

classe «, on a (N-'Jl): X E Z'! = ^ Z"! où ô 1/*, (ZV)|< e et est 

i- \ nJ A 

de classe « additive. Les ensembles • Zy étant de classe a additive, il suf- 
fit (en vertu du même théorème du 11) de montrer (i|ue S [/(^vz • Z''0l 3 e. 

Soient donc .v, et deux points de 11 vient 

/(•Vi) — i < r, |/(-r,) — U,) I < e et !4, Ui) — 

d’où |/(.v,) — / (Vo) i<3e, c. (\. f. d. 

3 . y étant séparable, chaque fonction f {x) de classe a>0 
est la limite d'une suite uniformément convergente de fonctions fn{x) 
de classe a telles que tous les ensembles fn(iX) sont isolés'^). 

L’espace étant séparable, il existe pour chaque € > 0 un 
ensemble isolé I tel que chaque point de cet espace est situé à dis- 
tance<G d’un point de / (voirp. 91 , remarque 1). Soit: /— [3/1, j/2, ...] 
une suite (finie ou infinie) composée d’éléments distincts. Posons 

Ak K { \f{x) -yk < €}, Bk = /: { \f{x) -yu | > 2 c}. 

,V .V 

*) (’ctte condition est due à M. S z p i 1 r a j ii (cf. B; G a g a e f f, I. cit., 
p. 1(S7). Pour d’autres conditions nécessaires et suffisantes voir ibid. et 
H. H a h n, R celle i'unktionen, p. 309. 

‘) Pour le cas des fonctions réelles cf. Ch. de la V a 1 1 é e - P o u s s i n, 
Intégrale de I.ebesgue... , p. 118, S. K e ni p i s t y, P^und. Math. 2 (1921), p. 135, 
W. Sierpinski, P’und. Math. 6 (1924), p. 4 et pour le cas général S. B a- 
n a c h, üeber analytisch darstellbare Operationen in abstrakten Rùiimen. Fund. 
Math. 17 (1931), p. 287. 

Si l’espace est totalement borné, le terme isolé peut être remplacé par 
fini (voir § 15, ÏX). 
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Les ensembles Ak et Bk étant disjoints et de classe a multi- 
plicative, il existe (d’après le théorème de séparation § 26, VII) 
un ensemble Fk ambigu de classe a et tel que €ït Fk ‘Bk — 0. 

Par définition de /, on a Sï = + ^^2 + ... , d’où Sï ~ F^ + F^ + ... 

La fonction g {x) définie par les conditions; g{x)--'y^ pour 
X ^ F^ et ^ {x) = yk pour a: e /> — {F^ + ... + est de classe a. 

Car lensemble g~^{yk), comme identique à Fk — {F^ + ••• + Fk-.\)^ 
est de classe a additive (il est même ambigu de classe a) et, 
les valeurs de la fonction g formant un ensemble dénombrable, 
l’ensemble g~\G) est de classe a additive, quel que soit G. 

De plus, on a \f (x) — g (x) \ <2 ç: pour chaque x, car l’égalité 
g W ~ yk entraîne x s Fk Cl ^ Bk. 

Ceci établi, on définit la fonction fn(x) comme égale à g (a:), 
le nombre e étant supposé égal à ^/n. 

IX. Représentation analytique. La famille des fonctions représentables 
analytiquement est, par définition ^), la plus petite famille de fonctions qui 
contient: 1) toutes les fonctions continues, 2) les limites des suites conver- 
gentes des fonctions qui lui appartiennent. Ces fonctions sont rangées en 
classes de la façon suivante: les fonctions continues sont de la classe 0, 

2® les limites des fonctions représentables de classe n. sont des fonctions re- 
présentables de classe a-j-l, 3'^ A étant un nombre limite, une fonction repré- 
sentable de classe a est la limite d’une suite uniformément convergente de 
fonctions représentables de classes <C a. 

Dans le cas où Pespace }j (qui contient les valeurs des fonctions con- 
sidérées) coïncide avec l’ensemble des nombres réels, on a le théorème fonda- 
mental d'identité de la classe a des fonctions mesurables B à la classe a des fon- 
ctions représentables analytiquement ( A étant un espace métrique arbitraire) ‘0- 

Dans le cas général où if est un espace métrique quelconque, on no 
peut qu’affirmer (en tenant compte des théorèmes du N^’VIH) que les fon- 
ctions représentables analytiquement de classe a sont mesurables B de classe 
tandis que la réciproque n’est pas en général vraie '*) (on le voit, en 
envisageant la fonction caractéristique d’un seul point de l’axe .\, l’espace Jf 
étant composé des nombres 0 et 1; cette fonction est mesurable de classe 1, 
mais n’est pas représentable analytiquement). La différence essentielle entre 
les deux genres des fonctions est que la mesiirabilité B (et même la classe) 


^) Voir R. B a i r e. Thèse, Ann. di Mat. (3) 3 (1899), p. 68. 

‘0 F. Hausdorff, Chap. 9 et H. Lebesgue, op. cit. p. 168. 

^) Cependant, comme l’a démontré M. S. B a n a c h (IJcber analytisch 
darstellbare Operationen in abstrakten Rüumeti, Fund. Math. 17 (1931), p. 285), 
chaque fonction mesurable B se laisse obtenir à Faide des passages à la 
limite à partir des fonctions mesurables B de classe 1. 
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d'une fonction f ne dépend pas des points de l'espace JJ qui ne sont pas des va- 
leurs de /, tandis qu’une fonction peut devenir représentable, si on augmente 
l’espacé J) (si on remplace dans l’exemple précédent l'espace J) par Tinter- 
valle 01 tout entier, la fonction considérée devient représentable de I-re classe). 
En effet, si un sous-ensemble Jju de l’espace J! contient toutes les valeurs 
de la fonction /, on a l’équivalence évidente {f(x)tG' JJo} ' {f G}, d’où 
/ '(G’ JJo) -- f ^^(G) et, chaque ensemble ouvert dans JJq étant de la forme 
G’ //() où G est ouvert (dans JJ), on n’altère pas la classe de la fonction /, 
en restreignant l’espace JJ à JJq. 

Cependant le théorème de l’identité subsiste dans le cas général de 
l’espace séparable, si Ton admet que la fonction mesurable donnée peut être 
approchée par des fonctions dont les valeurs débordent l’espace JJ. Notam- 
ment, d’après le théorème d’IIrysohn, JJ peut être considéré (au point de 
vue topologîque) comme un sous-ensemble du cube fondamental de Hilbert 
or, dans ! le théorème d’identité est valable. 

Soit, en effet, f (x) une fonction dont les valeurs appartiennent à 
c. à à. f(x) \f^^\x), chacune des fonctions f^^\x) étant à valeurs 

réelles. Si Ton suppose que f(x) est une fonction mesurable B de classe a, 
chacune des fonctions f^^\x) l’est également (N^VI); comme une fonction 
à valeurs réelles, f^^\x) est donc représentable analytiquement de classe r/.. 

Reste à prouver que, si chacune des fonctions f^^\x) est représentable ana- 
lytiquement de classe a, la fonction f (x) l’est également (théorème, qui est d'ail- 
leurs vrai, lorsqu’on considère au lieu de un espace métrique arbitraire JJ). 

Procédons par induction. Dans le cas a = 0, c. à d. dans le cas d’une 
fonction continue, l’énoncé a été démontré au § 14, IV. 

Admettons donc que chacune des fonctions f^^\x) soit représentable de 
classe a + l. 11 s’agit de prouver qu’il en est de même de la fonction f{x). 
On a, par hypothèse = lirn f\'J(x) où f\\\x) est de classe a. 11 vient 

par définition de la convergence (§ 14,. IV): /(.v) ^ lim/„(.v) et, l’énoncé étant 

/;:r=0« 

supposé vrai pour a, ffjx) est représentable de classe « et f (x) de classe a-j-1- 
Supposons finalement que chacune des fonctions f^^\x) soit représen- 
table de classe \ où >. est un nombre limite. Par conséquent f^'\x) = lîm/^„*\.v), 

//“•O 

la convergence étant uniforme (pour i fixe) et chacune des fonctions f^jj(x) 
étant de classe < a. Posons g^J^x) = f^^^ix), f^^\x ), ... , f\^ \x), f]JJ\x \ ... 

Le théorème étant supposé vrai pour a < la fonction gfjx) est de 
classe < A. En outre, f^^\x) = lim g\]J{x) et la convergence est uniforme 

(puisque pour n>0. Cela implique (§ 24, VIII) que la suite 

g„(x) converge uniformément vers la fonction f(x). 
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X. Théorèmes de Baire sur les fonctions de I*re classe 0- 

Rappelons d’abord que y = f(x) étant une fonction arbitraire, 
l’ensemble ü de ses points de discontinuité remplit la formule 

(1) {f-\G) - Int [/-'(G)]} - 2" {/-'(>') - f-KF)) 

a / 

où G parcourt la famille des ensembles ouverts et F celle des 
ensembles fermés de l’espace y (cf. § 13, III (3)). 

Si l’espace est la formule (1) peut être remplacée 

par une formule qui ne comporte que la sommation dénombrable: 

(2) D = 2 {/-'(/?«) - Int = 2 -/-’(5„)} 

U n 

où Sn = JJ — Rn et la suite /?„ /? 3 , ... forme la base de l’espace y. 
Soit, en effet, G = 2 et JC s /~>(0) — Int [/~*(G)]. Donc 

II 

f(x) E O, d’où /(x) ^ Rk„ d G, pour un certain indice n. Cela impli- 
que que /-’(/?Ar„) C/~HG), donc que Int [/"H/?*,,)] C Int [/“'(G)]. 
Ainsi X Z f-\Rk,) — \ni[f~\Rk^]. De là résulte la première partie 
de la formule (2). La deuxième s’en déduit en vertu des égalités: 
f~\Rn) = 9C — f~\S„) et Int {9C — Z) — :\ - Z, qui impliquent que 

Int [/->(/?,,)] = sr--/-W. 

Ceci établi, passons à la démonstration des théorèmes. 
Théorème 1. L'ensemble des points de discontinuité d’une fon- 
ction mesurable B de I-re classe est de I-re catégorie (l’espace 'Jf 
étant supposé séparable). 

En effet, l’ensemble de la formule (2) étant fermé, l’en- 
semble f~\Sn) est par hypothèse un Crg. Par conséquent, l’ensemble 
/~'(5,i) — /~'(5/,) est un F,.; comme ensemble de la forme X—X 
c’est un ensemble frontière (§ 8, IV), donc un ensemble de I-re 
catégorie (§ 10, II). Comme somme d’une série d’ensembles de 
I-re catégorie, l’ensemble D est encore de I-re catégorie. 

Corollaire. f{x) étant une fonction de I-re classe et A étant 
un sous-ensemble arbitraire de l'espace X l’ensemble des points de 


*) Voir la Thèse de R. Haire. Les fonctions de 1-re classe joueirt un 
grand rôle dans les applications; telles sont p. ex. les fonctions semi-continues, 
monotones (plus généralement: à variation bornée), les fonctions dérivées. 
Elles seront appliquées aussi dans l'étude des espaces compacts. 
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discontinuité de la fonction partielle f {x \ A) est de I-re catégorie 
relativement à A. 

Théorème 2. Une fonction ponctuellement discontinue sur tout 
ensemble fermé est mesurable B de Ure classe (V espace 9C étant sup- 
posé séparable). 

Soit, en effet , Fua sous-ensemble arbitraire fermé de lespace 2/. 
Il s'agit de prouver que l’ensemble f^^(F) est un G^. 

Posons — F = Fl + F 2 + y série d'ensembles fermés. 

Nous allons appliquer au couple d’ensembles f ~\F) et f''\F,i) 
(pour n fixe) le théorème § 12, III, 1®, d’après lequel, E et H étant 
deux ensembles tels que l’équation X ~ XE - XH ne possède que 
la racine X =^0, il existe un ensemble D développable, donc selon 
§ 19, 111 (1) un 6r,> assujetti aux conditions EÇfDei HD~Q. 

Admettons à ce but que X ^ X f~^{F) ‘ X ‘ f~-^{F,i), Supposons, 
par impossible, que X L'ensemble X étant fermé, il existe 

par hypothèse un point de continuité p de la fonction partielle 
g {X) - /(X : X). On a (§ 3, II, 14): p^ XQ XT-\F) - g-\F) 
et, en vertu de la continuité de la fonction ^ (a:): g {p) ^ gg'~^^{F)^ 
d’où finalement f (p) ^ F, puisque g(p)—f{p) et gg^^{F)Ç2F ^ F. 
D’une façon analogue, l’inclusion XÇfX f'^^Fn) implique que 
f ip) ^ Fn- Mais cela est impossible, car Fn^O- 

Ainsi X == 0. Il existe donc pour chaque n un ensemble Dn 
qui est un G 7 , tel que f ~^{F)Ç 2 DnÇ 2 X-~f~\Fn), 

Il vient f-'{F) Cil C /7 = Sï - Zf-'(Fn) - 

n n n 

- - /-'(l’ F,) ^ <x -n== -X - \x - / >(/=■)] = /-'(F), d’où 

f~-^(F) 1 1 D,i et, chacun des ensembles Dn étant un Gg, l’ensemble 

// 

/ ^{F) l’est également. 

Remarques, 1) La discontinuité ponctuelle de la fonction f (x) sur tout 
ensemble fermé équivaut à l'existence d’un point de continuité de la fonction 
f(x\A) sur tout ensemble A fermé et non vide. Ce n’est en effet que cette der- 
nière condition qui intervient dans la démonstration du théorème 2. 

2) Le terme fermé peut être remplacé dans l’énoncé du tliéor. 2 par 
parfait. Car chaque point isolé est un point de continuité. 

Il en résulte aussitôt (§ 9, VI, 5) que si l’ensemble des points de dis- 
continuité d’une fonction est clairsemé (donc, en particulier, s’il est fini), la 
fonction est de I-re classe. 

3) Dans les espaces complets (cf. § 30) la thèse du corollaire du théor. I 
équivaut à l’hypothèse du théor. 2, de sorte que chacune d’elles caractérise les 
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fonctions de I-re classe. Cependant dans les espaces non complets la pre- 
mière n’est pas suffisante (si l’on admet l’hypothèse du continu: = c) 
et la deuxième n’est pas nécessaire pour qu'une fonction soit de I-re classe. 

En effet, il existe d’une part (voir § 86) un espace séparable F. de la 
puissance Ki tel que chaque fonction définie sur F satisfait à la thèse du 
corollaire. Or, la famille des fonctions réelles définies sur F étant de la 
puissance et la famille des fonctions mesurables B étant de la puissance c 
1), l’inégalité c < c^‘ (qui résulte de l’hypothèse du continu) entraîne 
l’existence des fonctions non mesurables B qui satisfont à la thèse du corollaire. 

D'autre part, la fonction caractéristique d’un ensemble qui est un et 
un érg mais qui n’est pas développable en une série alternée d’ensembles 

fermés décroissants (tel est p. ex. un ensemble dense et frontière dans l’espace 
des nombres rationnels, cf. § 19, III, remarque 2) est une fonction de I-re classe 
(N°I) mais ne satisfait pas à l'hypothèse du théor. 2 (§ 18, VI). 

4) Chaque fonction / de I-re classe est effectivement de l-re classe (dans 
le sens admis p. 109). Notamment, la démonstration du théor. 2 permet de définir 
pour chaque ensemble fermé FC jf une suite d’ensembles ouverts de 

façon que /- ‘(/') = Gi • Gg • ••• (car chaque ensemble développable D est un 
effectifs voir p. 112). Cela permet aussi, dans le cas où les valeurs de / sont 
réelles, de définir une suite de fonctions continues qui converge vers / (de 
sorte que / est effectivement une fonction représentable analytiquement de 
I-re classe) 0- 

§ 28. Fonctions jouissant de la propriété de Baire. 

I. Définition. Soit /(a) une fonction qui transforme l’espace A en 
sous-ensemble de l’espace JJ. La fonction f jouit de la propriété de Baire, lorstpie, 
quel que soit f ensemble fermé F (contenu dans y)^ r ensemble f ^{F) jouit de la 
propriété de Baire. 

En tenant compte du fait que le complémentaire d’un ensemble à pro- 
priété de Baire jouit également de cette propriété, on peut remplacer dans 
cette définition le terme fermé par ouvert. 

D’autre part, la somme et le produit d’une suite infinie d’ensembles 
à propriété de Baire étant des ensembles ayant aussi cette propriété (§ 11, III), 
on en conclut que si f est une fonction à propriété de Baire et si X est un en- 
semble borelien, f-'^(X) est un ensemble à propriété de Baire, 

Chaque ensemble borelien jouissant de la propriété de Baire, on déduit 
directement de la définition que chaque fonction mesurable B îouit de la pro- 


*) en se servant par ex. du procédé décrit par M. Hausdorff, Men- 
genlehre, Chap. 9. Cf. Ch. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue ... , 
p. 107 («Problème de Baire") et ma note Fund. Math. 3 (1922), p. 100, où je 
donne à l’aide de la méthode générale de l’élimination des nombres transfinis 
une solution de ce problème sans l’emploi des nombres transfinis. 
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priété de Faire, C’est une des propriétés les plus importantes, communes 
à toutes les fonctions mesurables à toutes les fonctions représentables 

analytiquement (voir aussi N” II). 

Remarque, L’ensemble / X jouit de la propriété de Faire, peut 

être dépourvu de la propriété de Haire, même lorsque la fonction / est con- 
tinue et X non-dense. Tel est l’exempte suivant: V = (/*, y ~ f est l’iden- 
tité; f(x)^x et yX est un ensemble situé dans et dépourvu de la pro- 
priété de Baire par rapport à . \ . 

11. Equivalences ^). Im condition nécessaire et suffisante pour quune fon- 
ction f(x) jouisse de la propriété de Baire est V existence d'^un ensemble P de Pre caté' 
gorie {dans \) tel que la fonction partielle f(x S\ — P) soit continue (on dit alors 
que la fonction f{x) est continue, en négligeant les ensembles de Pre catégorie). 
L’espace y est supposé séparable. 

Nécessité. Il s’agit de définir un ensemble P de I-re catégorie tel 
que la fonction g (x) = f {x \ — P) soit continue, c. à d. que, N étant un en- 
semble ouvert arbitraire (dans .//), l’ensemble g \H) soit ouvert relative- 
ment à — P, 

Soit vS'i, S'il, ... la base de l’espace .]/. On a donc // = 5^, -j- -f* ••• P»** 
hypothèse f est un ensemble à propriété de Baire; il vient par défini- 
tion de cette propriété (§ 11, 1): f' ^ où é7„ est ouvert 

et Pf^ et Rff sont de I-re catégorie. 

Posons P (P, + P,) + (Pv + P,) + ... La formule g-^(H) = f-^(H) — P 
(§ 3, II, 14) donne g- '(H) E [f P = E \(G.- )-P] et 

;/ " fl n n n 

comme ï\ -j- A\ C P, on a (Gi. — P,. + P/. ) — P — P. Donc 

Kll h fl hfi h fl h fl' H fl 

g \ll) — G^ ] — P et, ^ G^ étant ouvert, g ^{H) est ouvert dans .1 — P. 

Suffisance. Soit P un ensemble de I-re catégorie tel que la fon- 
ction g(x) = /(a'u\ — P) est continue, //étant un ensemble ouvert arbitraire, la 
continuité de g{x) signifie (§ 13, IV (3)) que l’ensemble ^ ’(//)=/ -H//) — P 
est ouvert dans A — P, c. à d. qu’il est de la forme G — P où G est ouvert 
(dans A'). Il vient f \H) = / ’(//) — f-\H) • P = G — P + f-\H) • P. Or, 

P, et par conséquent f "^(H) • P, étant des ensembles de I-re catégorie, la dé- 
composition de /-’(//) montre que cet ensemble jouit de la propriété de 
Baire, c. q. f. d. 


*) Voir ma note La propriété de Baire dans les espaces métriques, Fund. 
Math. 16 (1930), p. 391. Cf. O. N i k o d y m, Sur la condition de BairCf Bull. 

Acad. Pol. 1929, p. 595. 
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En rapprochant ce théorème des conclusions du précédent, on voit 
que chaque fonction mesurable B et, à plus forte raison, chaque fonction repré- 
sentable analytiquement est continue, lorsqu'on néglige les ensembles de I-re ca- 
tégorie ^). 

11 en résulte aussi que, étant donné un ensemble arbitraire, la propriété 
de Baire de cet ensemble et de sa fonction caractéristique sont équivalentes -). 

III. Opérations sur les fonctions jouissant de la propriété de Baire. 

1. Superposition des fonctions. Si la fonction y --/(a) Jouit de la propriété 
de Baire et la fonction z ~ g (y) est mesurable B, la fonction h (\) -^ gf {x) jouit 
de la propriété de Baire. 

Car h -^(l') ™ f ' ^[g .if HO étant mesurable B, rensemble/ HOl 

possède la propriété de Baire. 

Remarque. Dans le cas inverse^ où / est mesurable B, taudis que g pos- 
sède la propriété de Baire, la fonction gf peut être dépourvue de cette pro- 
priété: considéroQs notamment l’exemple du N‘M et soit g (y) la fonction 
caractéristique de -Y (regardé comme nii sous-ensemble de l’espace \l/). 

2. La limite dUine suite convergente de fonctions à propriété de Baire Jouit 
encore de cette propriété. 

C’est une conséquence directe de la formule § 27, VIII (il): 

n k ' 

où S^ désigne la sphère de rayon V« ayant pour centre l’ensemble fermé /*. 
En effet, / ay«nt la propriété de Baire, il en est de meme de chaque 

ensemble qui s’en obtient par des additions et des imiltiplicatioiiB dénombrables. 

Remarque. On pourrait aussi démontrer directement que la limite d’ujie 
suite de fonctions „continues en négligeant les ensembles de l-re catégorie" est 
une fonction du même genre. Soit notamment un ensemble de t-re ca- 
tégorie tel que la fonction partielle /„(a:;-V — est continue. Posons 

/A Donc — B) ost continue, quel que soit w; / étant la 

limite de /„, on en conclut que /(a'!.\ — P) est de I-re classe (sur P)* 
Or, les points de discontinuité d’une fonction de l-re classe formant un en- 
semble de I-re catégorie (§ 27, X, coroll.), l’ensemble R des points de discon- 
tinuité de la fonction / (a;A — P) est de l-re catégorie dans A — P, donc dans 
l’espace A tout entier. Ainsi, la fonction /(.y A — P ~ p) est continue et 
l’ensemble P-^R est de I-re catégorie. 


Cet énoncé provient de R. Baire, C. R. Paris, t. 129 (1899), p. 1010. 
Cf. ma note Sur les fonctions représentables analytiquement et les ensembles de 
première catégorie, Fund. Math. 5 (1924), p. 82. 

“) Cet énoncé est dû à M. L u s i n. 


c. Kuratowski, Topologie I. 


13 
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3. Fonctions de plusieurs variables. Si la fonction f(x) jouit de la pro- 

priété de Baire et si l’on pose g (.x,y) ~ f {x)^ la fonction g{x,y) jouit de la 
propriété de Baire relativement au produit Car 

et la propriété de Baire est invariante par ^apport à la multiplication par un 
axe (§ 23, VII). 

En tenant compte de cette invariance, on déduit de la formule (ii) du 
§ 27, V que si la fonction f(x^y) est continue relativement à la variable x et 
jouit de la propriété de Baire relativement à la variable ,v, elle jouit de cette 
propriété relativement à la variable (x^y). L’espace lA est supposé séparable. 

4. Le cas des fonctions complexes peut être traité d’une façon tout-à-fait 
analogue à celle du § 27, VL On parvient à la conclusion que f (Jt) étant une 
fonction dont les valeurs appartiennent à un produit (fini ou infini) l\ iX:\ 2 X ... 
d’espaces séparables, la condition nécessaire et suffisante pour que cette fon- 
ction jouisse de la propriété de Baire est que chacune des coordonnées du 
point /(O en jouisse. 

5. Fonctions composées. En combinant les énoncés 1, 3 et 4, on en conclut 

que, si chacune des fonctions y^ = fi(x^ jouit de la propriété de Baire et la fonction 
Z g (y^y^i^ est mesurable B, la fonction composée [/i(^i),/i(A:j;), ... | en 

jouit également. Les espaces fji sont supposés séparables. 

6. Image de l'équation y = f{x). Reprenons l’idée du raisonnement du 
§ 27, VII. La distance étant une fonction continue, la fonction f(x) étant 
supposée pourvue de la propriété de Baire et étant séparable, \y — f(x) | est 
d’après 5 une fonction à propriété de Baire de deux variables. Donc l'en- 
semble l [iy'^/(-^') -■= 0] jouit de la propriété de Baire. 

xy 

Remarques. 1. Le théorème inverse n’est pas vrai: l’image de l’équation 
y—f(x) peut jouir de la propriété do Baire, sans que la fonction f (x) en 
jouisse. Nous reviendrons sur cette question au § 36, IV. 

2. D’après p. 143, XI si A et 7/ ne sont de I-re catégorie en aucun 
point (p. ex. s’ils sont complets), l'ensemble I est de I-re catégorie. 

IV. Fonctions à propriété de Baire au sens restreint. On appelle 
ainsi une fonction f {x), lorsque, quel que soit l’ensemble fermé F, l'ensemble 
f ^ ^(F) Jouit de la propriété de Baire au sens restreint. 

Cela revient à dire que, quel que soit P ensemble F, la fonction partielle 
f{x\n) jouit de la propriété de Baire relativement à E, ou encore (en raison du 
théor. du N°II) que cette fonction partielle est continue, lorsqu'on néglige les en- 
sembles de I-re catégorie relativement à E. L’espace 7/ ôst supposé séparable. 

En effet, la condition considérée est nécessaire, car en posant ^ (a:) — f(x\E), 
il vient (§ 3, li, 14): g^^(F) ~ E f—\F) et, comme par hypothèse l’ensemble 
f \F) jouit de la propriété de Baire au sens restreint, l’ensemble g~^(F) jouit 
de la propriété de Baire relativement à E; cela veut dire que la fonction g{x) 
jouit de la propriété de Baire (relativement à E), Inversement, si l’on sup- 
pose que, quel que soit E, l’ensemble g -^{F) jouit de la propriété de Baire 
relativement à l’ensemble f~~\F) possède la propriété de Baire au sens re- 
streint; donc, l’ensemble fermé F étant arbitraire, f(x) la possède également. 
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Le domaine de variabilité de l’ensemble H peut être réduit, bien en- 
tendu, aux ensembles parfaits ou aux ensembles fermés (cf. § 11, VI). 

Chaque ensemble borelien jouissant de la propriété de Baire au sens 
restreint (§11, VI), chaque fonction mesurable B en jouit également. Cependant 
il existe des fonctions à propriété de Baire au sens restreint qui ne sont pas 
mesurables B (voir § 35). 

Les énoncés 1, 2 et 4 du N® III se laissent démontrer d’une façon tout 
à fait analogue pour la propriété de Baire au sens restreint ’). En outre, la 
propriété de Baire au sens restreint d’un ensemble et de sa fonction caracté- 
ristique sont équivalentes. 

V. Rapports à la mesure (iebesguienne) ^). f(x) étant une fonction 
à valeurs réelles, définie sur un espace séparable A et jouissant de la propriété de 
Baire, il existe an ensemble Z tel que A - Z est de !-ré catégorie et que f(Z) 
est de mesure nulle: mf (Z) = 0, 

Considérons d’abord le cas où / est une fonction continue. 

Soit ^ 1 * 2 , ... un ensemble dénombrable dense dans :X; f étant con- 
tinue, [il existe, pour chaque k et une sphère telle que et 

Hf{Skn)]< 4 ’ mJiS,„) <■ - désignant la mesure extérieure). 

2*n ’ 2 n 

0<3 CO OO 

Posons Z=^H On a donc ZC^S^„ pour chaque d’où 

n—l k--l ' ^=1 

oo oo 

f(Z)cSf{S,, „) et par suite /n^/(S* „) < ^ , d’où /w/(Z) = 0. 

/j-rl k^l n 

oo oo 

D’autre part A — Z ^ |A — Su 3 et R I ^ ce qui prouve que 

oo oo 

pour n fixe S Su est un ensemble dense et ouvert. A — ^ Su „ est donc 

*=1 ’ A-=:=l ’ 

non-dense et A" — Z est par conséquent de I-re catégorie. 

Le cas où / est une fonction jouissant de la propriété de Baire se ré- 
duit au précédent. Car d’après le th.du N® II on a A^= P-f* (A — P), la fonction 
étant continue sur A"^ — P et P étant de I-re catégorie. Or, comme nous ve- 
nons de montrer, il existe un Z tel que mf(Z)==t) et que A^ — P— Z est de 
I-re catégorie. L’ensemble AC — ZC(A^ — P — Z) + P est donc de I-re catégorie. 


0 Quant aux énoncés 3, 5 et 6, leurs démonstrations ne pourraient être 
appliquées à la propriété de Baire au sens restreint, qu’en s’appuyant sur l’in- 
variance de cette propriété par rapport à la multiplication par un axe, in- 
variance qui n’est pas jusqu’à présent établie (cf. § 23, VII). 

Cf. W. Siérpiùski, Fund. Math. 11 (1928), p. 302. On trouvera 
une application de ce théorème au Chap. IIÎ, § 36. 



TROISIÈME CHAPITRE. 

Espaces complets. 

§ 29. Définitions. Généralités. 

1. Définitions. Une suite de points pi,p 2 , , p,,, ... (situés 
dans un espace métrique) satisfait à la condition de Cauchy, lorsqu’à 
chaque e>0 correspond un n tel qu’on a Ipw— p*|<€ pour tout 
k > //; autrement dit, lorsque lim o {£„) 0, où E„ désigne l’en- 

semble (p,,, Pn^-U —)• 

Un espace métrique est dit complet '), lorsque chaque suite 
satisfaisant à la condition de Cauchy y est convergente (c. à d. 
qu’il existe dans cet espace un point p tel que p ~\\m pn). 

Remarque. La notion d’espace complet n’est pas une notion 
topologique; l’intervalle ouvert 0 < x < 1 n’est pas un espace 
complet, tandis que Tensemble de tous les nombres réels — qui 
lui est homéomorphe — est complet (en vertu du théorème clas- 
sique sur l’équivalence de la condition de Cauchy à la convergence 
d’une suite de nombres réels). 

Nous distinguons entre la notion d’espace complet au sens 
métrique (qui vient d’être définie) et celle d’espace complet au 
sens topologique: à savoir, d’espace homéomorphe à un espace 
complet au sens métrique "). 


q Notion due à M. Fréchet (Thèse). Cf.- F. Hausdorff, Gnindzüge, 
p. 315. Il est à remarquer que les espaces métriques satisfaisant à l’ax. I de 
M. R. L. Moore (Foundation s ^ p. 464) sont complets, voir J. H. Roberts, 
Bull. Amer. Math. Soc. 38 (1932), p. 835. Cf. aussi W. S i e r p î n s k i, Fund. 
Math. 6 (1924), p. 106. 

C’est dans ce dernier sens que M. Fréchet emploie le terme es- 
pace complet. 
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II. Convergence et condition de Cauchy. Chaque suite 
convergente satisfait à la condition de Cauchy. 

Car, si l’on admet que p — lim p„, à chaque e > 0 correspond 

un n tel que l’on a — yo| < e/2 pour k n; donc p„ — pk !< €. 

Le théorème inverse n’est pas vrai dans les espaces non 
complets. Cependant: si une suite satisfaisant à la condition de 
Cauchy contient une sous-suite convergente, la suite totale est con- 
vergente (et converge vers la limite de la sous-suite en question). 
Soit, en effet, p = lim p, .. Le sens de e et n étant le même 

que dans la définition de la condition de Cauchy, soit m un in- 
dice > « et tel que P/„, — p I ^ - Comme i,„^^m>n, il vient 
i Pi„t —pk I < 2 € pour k > n. On a donc \pk —p < 3 €, d’où liin pk = p. 

Un espace dont chaque suite contient une sous-suite conver- 
gente est nommé compact '). Ainsi chaque espace métrique com- 
pact est complet. 


III. Produit cartésien. Le produit cartésien Ï X 'Jf de deux 
espaces complets est complet, lorsqu’il est métrisé par la formule 

1 5 - 3i I = 1 ' X - Xy + \y - y^ | 2 , où 3 -= (a:, y) et 31 (Xj, yj 
(cf. p. 88). 

En effet, si la suite des points 5i, ^2» ••• satisfait à la condition 
de Cauchy, les suites des abscisses aTi, a:,, ... et des ordonnées 
j/j, j/q, ... lui satisfont également, car | Xn — Xk | < 1 1,, — 3* I 
\yn — yk \ \ \n — \k\- Les espaces V et pétant complets, ils con- 

tiennent respectivement des points a: et y tels que x ~ lim Xn 

«■ c>o 

et y — lirny,,, d’où (x, y) = lim 3,,. 

Le théorème précédent, valable pour chaque nombre fini 
d’espaces, s’étend sur les produits dénombrables. Notamment, le 
produit .ViX YoX... d*iine suite d'espaces complets est un espace 
complet, lorsqu'il est métrisé par la formule 



1 + 


où 3 désigne la suite 3*, 3^, ... et i) la suite i)*, i)^, ... 
renvoi ^)). 


(voir p. 88, 


') A l’étude des espaces compacts sera consacré le Chapitre IV. 
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Supposons, en effet, que la suite gj, g 2 , ... satisfait à la con- 
dition de Cauchy. Soit i un indice arbitraire fixe. A chaque €>0 
(tel que 1 — 2' c > 0) correspond un n tel que l’on a 1 3« — g* | < £, quel 
que soit A > /i. Il vient 


I 


1 + i 


< 2'e, 


d’où 


! 3« 


-i l 


__2'€_ 

1 - 2'e 


1 



2'e 


Ce dernier nombre tendant vers 0 avec e, on en conclut que la 
suite g'j, gi, ... , g',, ... satisfait à la condition de Cauchy. L’espace X- 
étant complet, il existe donc un g' — lim g'' , d’où g — lim g«. 


En particulier, l'espace euclidien é", l'espace d**» des suites de 
nombres réels, le cube n-dimensionnel :/", le cube fondamental i/S” de 
Hilbert, l’espace ')( des nombres irrationnels (comme la puissance 
Ko de l’ensemble des nombres naturels) sont topologiquement 
complets (c. à d. homéomorphes à des espaces complets). 


Y Y^ 

IV. Espace 2 \ Si est complet, lespace 2"^ l'est égale- 

ment *). De plus, toute suite (A,,} extraite de lespace 2'^ et satis- 
faisant à la condition de Cauchy converge vers lensemble (non vide) 
Lim A„ (au sens établi p. 155), qui est aussi un élément de cet espace. 

/ï=roo 

ry 

Soit, en effet, A^, A-j, ... une suite d’ensembles-éléments de 2’'' 
satisfaisant à la condition de Cauchy. Autrement dit: à chaque 
c > 0 correspond un n (e) tel que 

(1) n > n (c) entraîne dist {An, ^«(e)) *< e. 

Posons L = LsA„. Nous allons montrer que lim dist (d, An)— 0. 

«-.OO 

Il suffit de prouver que dist {L, An(6)) < 2 e, car on en con- 
clura en vertu de (1) que dist (Z., A„) < 3 € pour n > n (e). 

Ainsi tout revient à montrer que 

1" quel que soit /> s Z., on a p {p, A„(e)) < 2 €, 

2® quel que soit q s A„(e), on a p {q, L) < 2 e. 

Or, R désignant la sphère (généralisée) fermée de centre A„(*) 
et de rayon c, on a, selon (1), An (H R, pour n> n (€) (§ 15, VII (2)). 


0 Théorème de M. H a h n, Reelle Funktionen, p. 124, Leipzig 1932. 
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Comme limite supérieure de la suite {An}, l’ensemble L satisfait 

à l’inclusion L C ÂT-t- >1747+7.. (cf. § 25, IV, 8), d’où I C 
ce qui prouve la proposition 1“. 

Pour démontrer 2® posons n +/2*) = fi/t (on peut admettre que 
«A > /?*_)) et envisageons la suite ... , ç,,*, ... définie par in. 

duction comme il suit: on choisit dans >1„^. un point de façon 
que Çn„ — </ et ! q,,)^ — qnt,_j^ i < ce qui est toujours possible 

en raison de (1). 

La suite q,,,, qn ,, ... satisfait à la condition de Cauchy, car 
on a I qn„ — q»^ | < e/2*~' pour m > k. L’espace étant complet, la 
suite converge donc vers un point I de cet espace. Par définition 
de la limite supérieure, l appartient à L. Comme, en outre, 
I 9 'k* — I < 2 e quel que soit k, il vient 1 r/ — / j < 2 c, d'où la pro- 
position 2®. 

Enfin, d’après le théorème p. 158, la limite d’une suite 

d’ensembles {An), convergente dans l'espace 2‘^ , coi’ncide avec l’en- 
semble Lim >1,;, de sorte que L — Lim A,,. 

n—-e^ n--CK., 

cy 

V, Espace fonctionnel. Espace 7/ 7 Nous avons vu au 
§ 15, VIII que la famille des fonctions bornées y -• / (x) qui trans- 
forment l’espace 'X en sous-ensemble de l’espace JJ peut être conçue 
comme un espace métrique, lorsqu’on adopte la définition suivante 
de la distance: 

(®) j /i — /, ! == max ! /i (a:) - /j (x) j. 

Si y est complet, l’espace fonctionnel considéré l’est également. 

Supposons, en effet, que l’on ait i/n— /*j<E pourÆ>/i. Par 
conséquent, pour x fixe, on a \fn(x)~ fk{x) \ < e et la suite 
’fi(x), f 2 (x),... satisfait à la condition de Cauchy. Posons donc 
/ (x) = lim /,t{x). La suite /« (x) étant uniformément convergente, 

les fonctions /« convergent vers / au sens de la distance (®). 

Il en résulte que l’espace des fonctions bornées continues, 

espace que nous désignons ‘) par , est complet. Car la limite 
d’une suite uniformément convergente de fonctions continues est 
continue. 


') par analogie à la puissance n'*’ dans le théorie des nombres cardinaux. 
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Il en est de même de l*espace des fonctions de classe a 
(cf. § 27, VIII), de celui des fonctions mesurables B, de l’espace 
des fonctions à propriété de Baire (cf. § 28, III). 


VI. Ensembles dans les espaces complets. 

Il résulte directement de la définition de l'espace complet que 
tout sous-ensemble fermé d’un espace complet constitue lui-même un 
espace complet (avec la même notion de distance). 

D’après le corollaire p. 151, tout sous-ensemble G?, d’un 
espace métrique .X est homéomorphe à un ensemble fermé situé 
dans le produit cartésien X X où c' désigne l’espace des suites 
infinies de nombres réels. Or, si l’on suppose que X' est un 
espace complet, l’espace SI' < comme produit de deux espaces 
complets, l’est également, ainsi que chacun de ses sous-ensembles 
fermés. On arrive ainsi au suivant 

Théorème *). Chaque sous-ensemble Gg dun espace complet est 
homéomorphe à un espace complet, c. à d. est complet au sens topo- 
logique. 

Le procédé qui nous a servi à démontrer le corollaire cité de p. 151 
permet de définir directeiueut une «nouvelle distance** dans un ensemble TA, 
de façon <iue cet ensemble devienne un espace complet. Notamment, étant 

donné un ensemble Q Gi • (}-> • ... où est ouvert, posons /,;(a*) :.r= ^ 

r-(A',.V- G,) 

La nouvelle distance entre deux points x et v de Q est alors égale à 


- V : 4- > 2 ■ - - - 

xn i+i/,.(.v)-/,.(v) 


VII. Prolongement d’un espace métrique en espace complet. 

Chaque espace métrique est isométrique à un sous-ensemble 
d'un espace complet-). 

Notamment, les suites ^ = IC, — , V? •••] extraites de l'espace 
donné lV et satisfaisant à la condition de Cauchy sont les points 


*) Théorème de M. A 1 e x a n d r o f f. Sur les ensembles de la première 
classe et les espaces abstraits, C. R. Paris, t. 178 (1924), p. 185. Une simple démon- 
stration a été donnée par M. Hausdorff, Die Mengen in vollstündigen 
Raumen, Fund. Math. 6 (1924), p. 146. Pour le théorème inverse, voir § 31, II. 

") Théorème de M. Hausdorff, Grundzilge, p. 315. La démonstration 
de M. Hausdorff présente une généralisation du procédé bien connu de 
C a n t O r-M é r a y de la définition des nombres irrationnels. 



[§ 29, VU] 
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de l’espace complet :X; la distance entre deux suites et i) est 
définie dans l’espace ÎA' par la formule 

(0) i 1 — 1) I = lim ; V' — »' I, 

deux suites à distance 0 étant identifiées (cf. p. 83, remarque). 

L’espace .1' ainsi défini est métrique. Car, d’une part, l'inégalité 
i X — 1)' ! < i V' — V ; + 1 -V’ — >)^' i 4- i — »' donne Lc' — i)' | — | V' “ »''' I 
I ,V V i + 1 1)^ — ; et par conséquent, si les suites i et >) satisfont 
à la condition de Cauchy, il en est de meme de la suite (numé- 
rique) 1 — 1)^ i, ,4“ — i)"!, ... L’existence de la limite lim | V -- ')' i en 

résulte. Ainsi la distance .se trouve définie pour chaque couple 
d’éléments de .\ . 

D’autre part, la loi du triangle est vérifiée, car l’inégalité 
I X — ')' I + ! — 11’' 1 5?' ! i)' — 'i*' donne par le passage à limite la formule 

I S - >) ! + I — >l' i > ! 1) - 'l' i- 

Dans le cas où pour chaque i on a V ~ x et \)' — y, il vient 
évidemment j x — y ; — 1 î — i) j. L’espace ’X est donc isométrique 

au sous-ensemble de X composé de suites à éléments identiques. 

Reste à prouver que l’espace X. est complet. 

Soit ->1, (2, ... , y„ ... une suite extraite de X. Il existe donc 
une suite d’entiers positifs /w,, m.,, ... , nt„, ... telle que 

(1) I X"" - K, ! < poui’ i > fn„. 

Supposons que la suite ti» ht ••• satisfait à la condition de 
Cauchy. Nous allons prouver qu’il en est de même de la suite 

S = [3!"'» ...]» donc que 3 e .V, et qu’en outre 3 = lim 3,,. 

Soit e>0. La suite 32, 32, ... satisfaisant à la condition de Cauchy, 
il existe un indice (] — g (c) > '/e tel Que 1 3,/ — 3,/+* | < c, quel que 
soit k. Il existe donc selon (0) une suite d’entiers jk telle que 

(2) pour/>7é. 


L’inégalité 1 i < i 3”-? - Xg I + ; 3; - ! + j 3^+* - 3 


qi-k 


— 1 T -I II" -7 I -- T I - 1 

implique d’après (1) et (2) pour i supérieur à mq,jk et ntgj^k que 
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( 3 ) 

^ q q + It 

ce qui prouve que la suite 3 satisfait à la condition de Cauchy. 

L’inégalité j sj, — ■< | — ,C" I + i S” " “ i entraîne en vertu 

de (1) et (3) pour i > m„, n>- q et i> q: 

(4) !3'-5r<i<-- + 6€<7c. 

îl 

On voit ainsi qu’à chaque € > 0 correspond un indice q tel 
que pour n> q on & l’inégalité (4), pourvu que i soit suffisamment 
grand. En faisant croître / à l’infini, il vient en raison de (0) 
1 3n — À i < 7 €, d’où lim = 3 , 

Remarque. Si l’on identifie les points x de l’espace DC avec 
les suites \x, x, x, ...], l'espace SY, considéré comme sous-ensemble 

de iV, est dense dans SY. En effet, étant donnée une suite 3 = [ 3 S 3 ^, ...] 
appartenant a ÎY, on a 3 — lim 3», où 3» = [3", 3", 3”, ...J. Car d’après (0) 
|3« — si — lim i 3" — 3''t‘‘ I et, la suite 3 satisfaisant à la condition 
de Cauchy, il vient lim | Sn — 3 1 = 0. 

En particulier, si SY est séparable., ;Y l'est également. 


A. Espaces complets arbitraires (§§ 30—31). 

§ 30. Suites d’ensembles. Théorème de Baire. 

L’espace considéré dans ce § est supposé complet (séparable ou non). 

I. Coefficient a (^4). Nous désignons par a {A) la borne 
inférieure des nombres € pour lesquels l’ensemble A se laisse 
décomposer en un nombre fini d’ensembles de diamètre < e. L’éga- 
lité a {A) — 0 signifie ainsi que A est totalement borné (p. 91). 

Théorème ’). Toute suite Z) ■^2 Z) — sous-ensembles fer- 
més non vides de l’espace ÎY et tels que lim a {A„) = 0 converge 

dans Vespace 2^ vers ^ensemble non vide ' ' 


') Voir ma note Sur les espaces complets, Fund, Math. 15 (1930), p, 303. 
D’après un théorème du Chapitre IV, l’ensemble /!i • * — est compact. 
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Supposons d’abord que la suite {A„} ne satisfasse pas à la 
condition de Cauchy. Il existe alors un e > 0 et une suite d’entiers 
croissants {k,,} tels que dist (/!,„ ^4*^) > c. On en conclut qu’il 
existe une suite de points {pn} telle que pn ^ An et p (Pni Ak„) > e, 
car l’inclusion A» 3 Au,, entraîne p (.4,,, x) = 0 pour chaque x s Ak„. 

Soit m un entier tel que a (^4^) < c. Posons 
Ani = + ... + Zi et 8 (^,) < c. 

Les points pm-, Pm-^u Pm+i,... appartenant à Am, il existe parmi 
les ensembles Zj, ... , Z/ un (on peut admettre que ce soit Z,) qui 
en contient une sous-suite infinie pi,, pi,, ... Soit j un indice tel 
que if > A,,. Donc Ak/^ 3 Aij et pij e Les formules /;/, e Zj, pij s Zj 
et S (Z,) < € entraînent | pi,—pij \ < e, d’où p (pi\, /!*. ) < e, contraire- 
ment à la définition de la suite {p„}. 

Cette contradiction montre que la suite {.4,} satisfait à la 
condition de Cauchy, donc (selon § 29, IV) qu’elle converge vers 
l’ensemble LimA,,, qui coïncide avec le produit Ai A^ ..., puisque 
la suite est décroissante (§ 25, VI, 8). 

Corollaire. Etant donnée une famille (dénombrable ou non} 
d'ensembles fermés {/\} tels que P le produit de chaque système fini 
d’ensembles est non vide et 2" il existe des ensembles F,^ avec 
a. (F,) aussi petit que l’on veut., — le produit de tous les ensembles 
est non vide. 

Soit •/.„ un indice tel que a {F.,f) < V«. Posons P = F.,^ ■ /%, ... 
Il vient a {P) = 0, c. à. d. que P est totalement borné, donc sépa- 
rable (p. 91). D’après le théorème de M. L i n d e i ü f (p. 102) appli- 
qué à l’ensemble P, considéré comme l’espace, il existe une suite 

oo txs 

d’indices ij, I 2 » ••• telle que 3 P—Fm ~ ^ F— F„ donc que 1 1 PF^^^ — 
= nPFi = nFi- Posons An — Fy^ -...■ F.,^ ■F,-,..-F^. Il résulte du 

I . I ' n -1 « 

00 00 

théorème précédent que f] PF, —jjA„^0, d’où // F^ ^ 0. 

n=l -n n=l 
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II. Théorème de Cantor^). Pour toute suite 
d'ensembles fermés, non vides et tels que lim 5 {An) 0, l'ensemble 

Ai A.,-... se compose d'un seul point. 

C’est une conséquence immédiate du théorème N“I et de 
l’inégalité a {An) o {A,,). 

Le théorème de C a n t o r peut être démontré plus directement. No- 
tamment, en extrayant un point de chaque on définit une suite satis- 
faisant à la condition de Cauchy. La limite de cette suite étant un point de 
chaque (puisque est fermé), elle appartient à A^^A.^^.., 

Il est à remarquer que ce théorème caractérise les espaces complets 
(parmi les espaces métriques). Considérons, en effet, une suite ... satis- 

faisant à la condition de Cauchy; en posant 7:’^^ = (/?^,/7^^j, ...), il vient 
lim 0 (7f^) = 0. D’après le théorème de C a n t o r, il existe un point 

n c-. 

P £ E^ ■ E; ■ ... , d’où ! />—//„ ' s' 5 (/:„) = 3 {E„), donc p = lim />„. 

fj=zcxs 

ni. Application aux fonctions continues. Soit f{x) une 
fonction continue définie sur l'espace 9C. et soit F, 3 C-, ff) ... une 
suite d'ensembles fermés, non vides et tels que lim a (/-„) 0 (en 

particulier, tels que lim ô {F„) == 0). On a alors /(///=■„) = f j f {F,,). 

En effet, on a toujours (§ 3, IT, 2a): f{F^ • F. • ...) C/(/^i) /(^o) * - 
Réciproquement, considérons un point po- 
sons An II vient, selon NM, Mo • ... 0, d’où 

f \y) ' F\ ' F,J^ ' donc J' 0 . q. f. d. 

IV. Théorème de Baire^). Chaque ensemble de première ca- 
tégorie est un ensemble frontière. 

Soit, en effet, £ = A/^i + A /^2 + ••• une série d’ensembles non- 
denses. Soit Sq une sphère arbitraire (fermée). Il s’agit de prouver 
que 5o — £ 0. 

Considérons la suite 5^ Z) Z) — Z) Z) — do sphères fermées, 
définie (par induction) comme suit: Fensemble Nn étant non-dense, 
il existe une sphère fermée, désignons la par 5,/, telle que 
SnCZ — Nn et 0 (Sn) < ^jru D’après le théorème de Gant or, il 


q Cf. G. C a n t O r, Math. Ann. 17 (1880) et F. H a u s d o r f f, Gnindzüge, 
p. 318, où on trouve ce théorème dans la forme énoncée ici. 

2) Thèse, Ann. di Mat. 1899, p. 65. 
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existe un point p s [J Comme II S„C. j f (1 — Nn) = 1 — 1^ N„, 

/I~0 n—l n-l 

il vient p b Sq — E. 

Corollaire 1, Le complementaire d'un ensemble de Lre caté- 
gorie n'est pas de I-re catégorie (pourvu que V espace soit non vide). 

Corollaire 2. L'espace n'est de I-re catégorie en aucun point. 

Car, en cas contraire, il existerait un ensemble ouvert non 
vide de I-re catégorie. 

Corollaire 3, Chaque point d'un espace complet dense en soi 
en est un point de condensation. 

Car, en cas contraire, il existerait un ensemble ouvert dénom- 
brable et, chaque point individuel formant un ensemble non-dense, 
Tensemble ouvert serait de 1-re catégorie. 

Corollaire 4. Chaque espace complet dénombrable est clairsemé 

Car un espace non clairsemé contient un sous-ensemble par- 
fait non vide (§ 9, VI, 3). Cet ensemble parfait, considéré comme 
l’espace, est complet et dense en soi, donc indénombrable d’après 
le corollaire précédent. 

Corollaire 5. Etant donnée une décomposition d'un espace complet en une 
série d'ensembles fermés: 1 -- Z, > Zg -f ••• * si l'ensemble est clairsemé pour 
chaque n, l’ensemble J; l'est également. 

Soit D un sous-ensenible dense en soi de Comme ensemble clair- 
semé, /)Z^ est un ensemble frontière dans D (§ 9, VI, 1). On a donc /> — Z,^ = D. 
d’où D ’ Z^C D ^ D — Z^^C b — Z,,, ce qui prouve que b • Z,, est un ensemble 
frontière dans D (p. 34, VI); comme ensemble fermé, il est donc non-dense dans D. 

L’identité • Z, -)- • Z^. + ... implique par conséquent que comme 

ensemble de l-re catégorie sur lui-même, est vide (d’après le cor. 1, l’ensemble D 
étant considéré comme un espace complet). Donc D = 0. 

Corollaire 6. E étant un ensemble dense en soi (non vide) situé dans un 
espace complet 1 et f (x) étant une fonction définie sur cet espace^ continue et telle 
que la fonction partielle f (.vif) est hiunivoque, l'ensemble V des valeurs de la 
fonction f est indénombrable. 

Supposons, par contre, que V={yi,y^, Posons Z„= f-^(y^). Il vient 
1 = Zj + Zg -f- ... et les ensembles Z^^ sont fermés. Kn outre, EZ,j ne contient 
qu’un seul point au plus, puisque les conditions x^EZ„ et x' £ EZ^ entraînent 
f(x)~y^~f(x'), d’où X = x' (la fonction f(x\E) étant biunivoque). D’après 
le cor. 5, l’ensemble E serait donc clairsemé, contrairement à l’hypothèse. 


9 Voir dans cet ordre d’idées § 32, V, théorème. 
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Remarques. 1. La démonstration du théorème de É a i r e peut être ren- 
due effective dans ce sens (cf. p. 108) qu’étant données: la base ... 

de l'espace, 2® une suite ••• d’ensembles non-denses et 3° une sphère 5o, 

on peut définir un point p qui appartient à Sq — (A^, + A '2 4-***)' On pose notam- 
ment, pour n > 0, petit indice tel que 

et 8(/?. ) V«* L® produit Sq • Si • • ... se compose alors d’un seul point, que 

l’on désigne par p. 

2. Le théorème de Baire équivaut à l'hypothèse que chaque suite X„ d'en- 
sembles arbitraires remplit l'égalité 1 — ^ X, • 1 — Â'„ = 1. 

ii~i 

Car les ensembles non-denses peuvent être définis comme ensembles de 
la forme X I — X (puisque X i — XQX^i— X, cf. p. 33, IV). 

V. Applications aux ensembles G$. 

1) . Qi, Qi , ... étant des denses, l'ensemble Qi ■ Q 2 ' ••• aussi. 

Car, chacun des ensembles 1 — Qn, comme un frontière, 

est de I-re catégorie. La somme (1 — Q,) + (1 — Q 2 ) + — l’est donc 
également et le complémentaire de cette somme, c. à d. l’ensemble 
Q 2 ■ ••• > ®st dense. 

2) . Chaque G^ de I-re catégorie est non-dense. 

En effet, si Q n’est pas non-dense, il existe un ensemble 
ouvert 0^0 tel que l’ensemble QG est dense dans G. Par 
conséquent, si Q est un Gz, G — Q est un F^ frontière, donc un 
ensemble de I-re catégorie. Si l’on supposait Q de I-re catégorie, 
l’ensemble ouvert G, comme somme de deux ensembles de I-re ca- 
tégorie, le serait aussi, contrairement au corollaire 2. 

Chaque ensemble Gz situé dans un espace complet étant ho- 
méomorphe à un espace complet (§ 29, VII), tous les énoncés du 
N® V se laissent relativiser par rapport aux ensembles Gi. En 
particulier: 

3) . Etant donné un ensemble Q qui est un Gz, chaque sous- 
ensemble qui est de I-re catégorie dans Q est un ensemble fron- 
tière dans Q. Chaque ensemble Gz dénombrable est clairsemé. 

VI. Applications aux ensembles F^ et Gz- 

Théorème^). Chaque ensemble F. et Gz est développable en 
série alternée (transfinie) d’ensembles fermés décroissants. 


') F. H a U s d 0 r f f, Grundztlge der Mengenlehre, p. 462. 
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Soit, en effet, E un ensemble et Ér$ et A' un ensemble 
fermé arbitraire non vide. Il s’agit de démontrer (p. 61, N®V, V) 
que soit XE^ soit X — E n’est pas un ensemble frontière dans X. 
Or dans le cas contraire les ensembles XE et X — E, comme des 
frontières, seraient de I-re catégorie dans X (p. 44, N® II) et 
leur somme X ~ XE + X — E serait par conséquent de I-re caté- 
gorie sur elle-même, contrairement au corollaire 1 du N“ IV (X étant 
considéré comme Tespace). 

En tenant compte du théorème inverse (p. 112, Ml (1)), on 
voit que dans les espaces complets séparables les ensembles et 
coïncident avec les ensembles développables. 

On en conclut (cf. § 12, V et IX) que, pour qu'un ensemble /: situé dans 
un espace complet séparable soit un et il faut et il suffit que, quel 
que soit l’ensemble F fermé et non vide: 

la frontière de FF relative à F soit non-dense dans F (ou encore: 
qu’elle soit F), 

2*^ que FE soit une somme d’un ensemble ouvert et d’un ensemble 
non-dense dans F (ou encore: une différence d’un ensemble fermé et d’un en- 
semble non-dense dans F), 

3^ que FE soit localement fermé dans un de ses points (ou vide). 

Il résulte de 3^ que tout ensemble et homogène dans C espace est une 
différence de deux ensembles fermés (comme ensemble localement fermé en 
chacun de ses points, cf. p. 65, N‘UX, 2‘^). 

Dans les espaces complets séparables chaque famille bien ordonnée d'en- 
sembles F^ et 6 g croissants (ou décroissants) est dénombrable *) (cf. p. 1 13 ( 2 )). 

Problèmes de ï effectivité. 1 . Chaque ensemble F^ et 6 g est un F^ et 
un 6 g effectif (cf. p. 112 , remarque 1 ). 

2. Dans le domaine des ensembles qui sont à la fois des F et des 6 V 

<3 0 

ïaxiome du choix se laisse réaliser effectivement, c. à d. que l’on sait nommer 
une fonction /(A'), définie pour chaque X qui est un F^ et 6 g non vide, de 
façon que l’on ait f{X)zX, 

En vertu de l’énoncé précédent, il suffit de démontrer cette proposition 
pour les 6 g effectifs. Autrement dit, il s’agit de faire correspondre à chaque 
suite d’ensembles ouverts 61 , 60 ,... tels que 61 • 62 • ... =t= 0 un point p qui 
appartienne à chaque Or, /?i,/? 2 , ... étant la base de l’espace, 

00 

soit*, le plus petit indice tel quei?*CG„ /?*-/ 7 o„ + 0 et 8 (/?.)<!; 


*) Cet énoncé ne s’étend pas sur les ensembles 6 g. On ne peut non 
plus omettre l'hypothèse que l’espace est complet. Voir § 36, HL 
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d’une favoii générale, soit le plus petit indice tel que _ G 

et HR,J< ^Im. D’après le théorème de Cantor, le produit 

Rfy^ ' Rff/ se réduit à un seul point: c/est bien le point p demandé. 

3. Chaque famille dénombrable d’ensembles disjoints qui couvre 
l’espaee tout entier est effectivement dénombrable. 

Kn effet, le complémentaire de chacun de ces ensembles étant un 
chacun d’eux est à la fois un et un 6’-. En appliquant l’énoncé précédent, 
on leur fait correspondre un point choisi; l’ensemble /: de ces points, comme 
clairsemé (N" IV, cor. 5), est effectivement dénombrable (p. 115, IV), d’où la 
conclusion demandée. 

VII. Applications aux fonctions de I-re classe. D’après 
lü théorème p. 189, si f (x) est une fonction mesurable B de 
I-re classe qui transforme un espace métrique en sous-ensemble 
d’un espace séparable //, l’ensemble de ses points de discontinuité 
est de I-re catégorie dans \. Si \X est complet, cet ensemble est 
donc un ensemble frontière; autrement dit, la fonction f {x) est pon- 
ctuellemeni discontinue. En rapprochant cet énoncé du théorème 2, 
p. 190, on parvient au théorème suivant: 

Théorème^). X étant complet et if séparable, la condition né- 
cessaire et suffi santé pour que la fonction f {x) soit mesurable B 
de Rre classe est qu'elle soit ponctuellement discontinue sur tout 
ensemble fermé. 

On voit aussitôt que la discontinuité ponctuelle peut être 
remplacée par l’existence d’un point de continuité sur tout ensem- 
ble fermé non vide et que le terme fermé peut être remplacé 
par parfait (voir p. 190, remarques 1 et 2). 

Corollaire /. Dans les mêmes hypothèses, si l'ensemble des 
points de discontinuité de la fonction f (x) est dénombrable, f est de 
I-re classe. 

Car tout ensemble parfait, comme indénombrable (N° V, cor. 3), 
contient un point de continuité de la fonction. 

Corollaire 2. Chaque famille bien ordonnée de fonctions de 
I-re classe (à valeurs réelles) définies sur un espace complet: 
fl W < A W < •• < hix) < ... , est dénombrable. 


0 R. Baire, Thèse, Ann. di Mat. 1899. 



[§ 30, VIII] 


Suites d’ensembles. Théorème de Baire. 


209 


C’est une conséquence directe du théorème p. 113. 

VIII. Rpplications aux théorèmes d'existence. L’importance du thé- 
orème de Baire tient aussi au fait, qu'il permet souvent de démontrer l’exis- 
tence des éléments .iouissant d’une propriété P donnée: notamment, si dans un 
espace complet rensemble des éléments qui ne jouissent pas de la propriété P 
se déc^ompose en une série d’ensembles non-denses, cet ensemble, comme en- 
semble de I*re catégorie, n’épnise pas l’espace: c. à d. qu’il existe un élément 
qui possède la propriété P (et même un ensemble dense de tels éléments). 

('e procédé s’est montré surtout applicable à des problèmes d’existence 
des fonctions (de variable réelle) jouissant de certaines singularités *). 

Considérons comme exempte la démonstration de l’existence d’une fon- 
ction continue sans dérivée Nous allons étal>lir en effet l'existence d’une 
fonction plus singulière encore, à sav%>ir d'une fonction continue ([ui n’admet 
dans aucun point les deux nombres dérivés droits finis; c'est bien cette der- 
nière propriété des fonctions continues que nous désignerons par P. 

envisageons à ce but l'espace ^ des lonctions continues y ■ f {x), 
0 .V : 1 (cf. v^î 211, V)- La condition que la fonction / ne jouisse pas de la 
propriété P, c. à d. (lu’elle possède eu un point (au moins) les deux nombres 
dérivés droits finis, équivaut à l’existence d’un entier positif n et d’un point .v 
tels qu’on ait 

(l) ^ n, q\iel que soit // -O. 

h 

L’ensemble des lonctions / dépourvues de la propriété P est donc égal 
à la somme AV4- V. où désigne l'ensemble des fonctions f pour les- 

quelles il existe un -V assujetti à lu conditiou (1). 

Tout revient donc à démontrer que l’ensemble est non-dense (dans 

l’espace < ' ). Or, l’ensemble est fermé, car /y,, étant une suite de fonctions 
et Xf^ une suite de points satisfaisant à la condition (1), on prouve facilement 
que, si la suite /y. converge uniforniément, sa limite appartient à •*). 


') Voir plusieurs ouvrages des MM. A u e r b a c h, B a n a c h, Kaez- 
m ar z, Ma z ii r k i e w i c z dans Studia Math. 3 (1931), de M. S t e i n h a u s, ibid. 
vol. 1 (1929), p. 51 83, de M. Saks, Kiuui. Math. 10 (1927), p. 180— 196 et 19 

(1932), p. 211-219, de M. O r 1 i c z, Bull. Acad. Polon. 1932, p. 221- 228. 

Plusieurs applications topologiques du procédé considéré seront traitées 
dans Topologie IL 

") S. B a n a c h, U cher die Baire sche Kateyorie ^ewisser l'unktionennien- 
gen, Studia Math. 3 (1931), p. 174. 

^) Le fait que V,, est fermé est d’ailleurs évident, si l’on se sert des 
symboles logiques; on a notamment: 


/ X //..-O l i h 




r 


c. Kuralowskî, Topologie I. 


14 
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Donc, pour prouver que est non-dense, il suffit de démontrer que est 
un ensemble frontière; ou encore: l’ensemble des polynômes étant dense dans 

, il suffit de démontrer que, / étant un polynôme, il existe une fonction con- 
tinue qui en diffère aussi peu qu’on le veut et qui n’appartient pas à ceci 
est un fait élémentaire. 

L'existence des fonctions continues sans dérivée finie se trouve ainsi 
établie; plus encore: les fonctions qui ne jouissent pas de cette singularité con- 
stituent un ensemble de I-re catégorie (elles présentent donc des «exceptions" 
dans la totalité des fonctions continues). 


§ 31. Prolongement des fonctions. 

I. Prolongement des fonctions continues. Etant donnée 
une fonction y — f{x) définie sur un sous-ensemble A d'un espace 
(métrique) 9C., continue et dont les valeurs appartiennent à un es- 
pace complet la fonction f se laisse prolonger d'une façon con- 
tinue sur un ensemble Gi. 

Soit A* l’ensemble des points p de À tels que w {p) = 0, c. à d. 
que l’oscillation de / s’annule au point p (voir p. 85). Faisons cor* 
respondre à chaque point p de A* une suite {p„) telle que p,, ^ A ei 
\\Tapn=p. En désignant par £„ l’ensemble {pn, Pn+u on déduit 
de l’égalité w (/?) = 0 que lim8[/(£'„)) = 0, donc que la suite 

f (pî)y ... satisfait à la condition de Cauchy. L’espace //étant 

complet, posons f* {p) = \\m f {p,,)^). La fonction /"' se trouve ainsi 
définie sur l’ensemble A*, qui est un (p. 85). Pour xs. A on a 
/ W == f*{x). Reste à démontrer que la fonction /* est continue 
pour p e A*, c. à d. que û)‘(/7) = 0, où w* désigne l’oscillation de f*. 

Or, Q étant un sous-ensemble ouvert àe9C, on a f*(G)Ç2f{G), 
d’où O (/’(0)1 < 8[/(G)] = 8 [/(O)]. Donc (p. 85): tü*{p) = min S [/*(G)]< 
< min 8 [/(G)] = w (p) = 0, où G parcourt les ensembles ouverts 
contenant p. 


ce qui prouve que A/, est la projection (parallèle à l’axe O) de l’ensemble fermé 

£ ni \ <n]=^n E il 

fx h >0 W h f h>o /jf \ I h 

L’axe O étant compact, la projection d’un ensemble fermé est fermée (voir 
ma note de Fund. Math. 17, p. 271). 

') c. à d. que /*(p) = /7/(G), G étant un entourage variable de p 
(cf. p. 203, corollaire). ^ 
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Remarques, 1. L’hypothèse que l’espace y est complet est essentielle. 
Pour s’en convaincre on pose: X = intervalle 01, A = == ensemble des 

nombres rationnels de X et f{x) = x pour xtA, 

2. Nous déduirons du théorème précédent que S\ étant un espace métri- 
que séparable de puissance c, il existe une fonction g (a:), x t 'X, d valeurs réelles 
qui est discontinue sur chaque ensemble de puissance c *). 

La démonstration s’appuie sur le lemme suivant de la Théorie générale 
des ensembles: Soit 0 une famille de transformations de sous-ensembles d'un en- 
semble donné X en sous-ensembles d'un ensemble donné y. Si )/ et 0 sont 
de puissance m, il existe une transformation g(x) de .-ï en sous-ensemble de 
qui ne coïncide sur aucun ensemble de la puissance m avec aucune transformation 
appartenant à 0. 

Pour démontrer ce lemme, on range les éléments de X et ceux de 0 
en deux suites transfinies {x^ et {f^} ayant le plus petit type d’ordre pos- 
sible et on définit la fonction par l’induction transfinie, en convenant 

que 

Substituons à 0 la famille de toutes les fonctions réelles définies sur 
des sous-ensembles de l’espace X, D’après § 19, I et VI, la famille 0 est 
de puissance c. La fonction g(x) est la fonction demandée. En effet, si elle 
était continue sur un ensemble E de la puissance c, il existerait une fonction 
continue /( a *) définie sur un contenant E et telle que f(x)^g(x) pour 
x^E, Mais ceci est impossible, puisque /£</>. 

3. Citons sans démonstration le théorème suivant qui rentre dans un 
ordre d’idées analogue au théorème du N‘^i: X et y étant deux espaces complets 
séparables, toute fonction y =f(x) définie sur un ensemble A C , continue et telle 
que pour chaque ensemble ouvert G V ensemble f{G) est ouvert dans f{A), se laisse 
prolonger sur un ensemble G^^^ de façon que la fonction prolongée soit continue 
et jouisse de la propriété considérée par rapport à lui. 

Théorème de M, Tietze ^), Etant donnée une fonction == f {x), 
définie sur un sous-ensemble fermé F d'un espace (métrique) con- 


Théorème de MM. Sierpihski et Zygmund, Fund. Math. 4 
(1923), p. 316. 

2) Voir S. Mazurkiewicz, Sur les transformations intérieures, Fund. 
Math. 19 (1932), p. 198. 

2) H. T i e t Z e, Ueber Funktionen, die auf einer abgeschlossenen Menge 
stetig sind» Journ. f. Math. 145 (1915), p. 9 — 14. La démonstration du texte 
est due à M. Hausdorff, Math. Zft. 5 (1919), p. 296 (où l’on trouvera d’au- 
tres indications bibliographiques). Cf. aussi P. U r y s o h n, Math. Ann. 94 (1925), 
p. 293 et K. B O r s u k, Bull. Acad. Pol. 1933 (où 11 s’agit de prolonger la fon- 
ction / de façon que le •prolongement'* soit une opération linéaire sur les 
fonctions prolongées). 
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tinue et dont les valeurs appartiennent à l'espace D" (où n est un 
entier positif ou Ko), la fonction f se laisse prolonger d’une façon 
continue sur l’espace SI'' tout entier. 

D’après § 14, IV, la condition pour qu’un point variable de 
l’espace varie d’une façon continue, est que chacune de ses 
coordonnées varie de la même façon. Le théorème se réduit 
donc au cas où l’on remplace l’espace par l’intervalle D, c. à d. 
où ü / (a:) i, 1 . 

Posons / ip) — min {f {x) + ^ ^ — 1} pour p £ .\' -- F. 

v:/- rj (p, F) 

Il vient / (p) > 0 , car p — x 'j {p, F). D’autre part, f{p) 1 , 

car min {f (x)+ ^ _ ij max \ f{x) -- 1 ] + min : 1 . 

A-:/ [‘(P- F) xiF V£/ [j(p,F) 

Afin d'établir la continuité de la fonction / sur l’espace 'X 
tout entier, remarquons que f (p) étant le minimum de l’expres- 
sion entre crochets { }, on peut (pour p fixe) restreindre la varia- 

hilité (le x aux points tels que f (x) + —1 < /(p) + 1 , donc 

. (p, !') 

tels que ■ fip) -/(x)-f 2 3. 

ip, t-) 

Soient p q deux points de ÎT — F. Il existe donc un s F 
tel que 

(1) f{x) + '] - 1 <fip) -f p-q .et p - X : 3 .o {p, F). 

Par définition de f {q) on a fiq) fix)X - 1, d’où 

P ( q, n 

f iq) ‘' f ip) + p - q'+ ^ ^ comme, en outre, 

Piq,f’) pip,F) 

]q-x\ p - X q X : ~]p- x \ p(p, F)-p (q, F) ^ 

p iq, F) 'J (p, F) p (q, F) ' ' p (f/, F) ■ p (p, F) 

llx'^^Xpip,F)-p{q,F)], on en déduit l’inégalité 
piq.P) piq,F) 

f iq) -fip) < \p--q\X 7 p- + , ^ p, \p iP,F)- p iq, /')]. Une 

P (<7, F) p iq, F) 

formule symétrique subsiste pour / ip) -- / (< 7 ). On en conclut 
aussitôt que, si le point p tend vers q, la différence \fip)— fiq) 
tend vers 0. Cela prouve la continuité de la fonction / aux points 
de X - F. 
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Reste à considérer le cas où le point p appartenant à .X — F 
tend vers q F. Soit (pour p fixe) x’ un point de F tel que 

\ P — ■> 

<\-\-\p — q - En vertu de la définition de f (p) on a 

9iP^F) 

donc fip) </(x') + — - - 1 <f{x’) -\-\p-q\. 

P iP, F) 

D’autre part, x satisfaisant à la condition (1), on a 


f(.x) - \p -q\ <f{p) 


d’où 


\ P -X] 

9{p, F) 


1 -fip), 


(2) f(x)-\p^~q\<f(p)<f (X') + lp-qi. 

Or, lorsque p tend vers q, p (p, F) tend vers 0 (puisque q e F), 
donc, d’après {\),\p — x\ tend vers 0 et, par définition de x\\p~-x'\ 
tend vers 0. Ainsi x et x' tendent vers p, donc vers q et, la fon- 
ction / étant continue sur F, f(x) et /(x') tendent vers f iq). En 
vertu de (2), / (p) tend donc vers f (q). 

Dana le même ordre d'idées citons le théorème suivant '): chaqiw fonction 
continue /, définie sur un sous-ensemble fermé F d'un espace métrique séparable ^C. 
à n dimensions, se laisse p coloniser sur V espace A tout entier de façon que 
f{f) = / ( A') et que l'ensemble de ses points de discontinuité soit de dimension < n. 

En particulier, chmpie sous-ensemble fermé (non vide) F dfm espace 'X de 
dimension 0 en est une imûfçe continue^) (on n’a qu'à poser f{x) := x pour x e f'). 

11 en résulte quV/ chaque famille (de la puissance i) d' ensembles arbitraires 

où 5 £ correspond un ensemble Z( dont chaque E est une imafre continue^), 

^ 0 

Soit, en effet, l’ensemble des nombres irrationnels i) tels que 
jj( 3 ) _ Comme homéomorphe à Üf l’ensemble contient un 

ensemble /I dont E^ est une image continue (p. 149, cor. 1). La somme de 
tous les ensembles où 3 ^ constitue l’ensemble Z demandé. Car les en- 
sembles étant disjoints et fermés dans est fermé dans Z et en est 

par conséquent une image continue. 


*) Voir G. Poprougenko, Sur la dimension de l'espace et l’extension des 
fonctions continues. Mon. f. Math. 11 . Phys. 38 (1931), p. 129. D’après une re- 
marque de M. Otto, on peut se débarrasser de l’hypothèse que les valeurs 
de / soient réelles. 

2) W, Sierpinski, Fund. Math. 11 (1928), p. 118. 

3) W. Sierpins ki, Fund. Math. 14 (1929), p. 234. 
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II. Prolongement des fonctions bicontinues. 

Théorème de M. Lavrentieff^). Toute' homéomorphle entre 
deux ensembles A et B situés dans deux espaces complets 9C et y se 
laisse prolonger sur deux ensembles Gi situés dans cés espaces. 

Soit, en effet, y = f{x) une fonction bicontinue, définie sur 
A et telle que / (A) = B. Soit x = g (y) la fonction inverse. Pro- 
longeons (cf. N®I) la fonction / d’une façon continue à une fon- 
ction /* définie sur un ensemble A* qui est un G?,. Attribuons 
un sens analogue aux symboles g* et B* par rapport à la fonction g. 
Posons I — E\y— f*{x)] ei J = Ë[x = g*( >>)] • Désignons par 

vy \y 

et Bi respectivement les projections de I-J sur l’axe S\' et sur 
l’axe 9 / La fonction f* est évidemment une homéomorphie entre 
A^ et jSp 

Reste à démontrer que Ay et By sont des Érj. Or, en po- 
sant A (a:) = [jc, /*( a:) 1, on a Ay=h-^{J). La fonction h(x) étant 
continue et l’ensemble J étant fermé dans 9C X B* (p. 144), donc 
un O 3 dans 9(. X 9/> l’ensemble est un Gi dans A* (p. 68 (5)), 

donc dans S\'. De même, fi, est un Gj dans \ij. 

On rapprochera le corollaire suivant du théorème du N®I: 

Corollaire. Etant donnée une fonction y = f{x), définie sur 
un sous-ensemble A d'un espace métrique :V (complet ou non), bi- 
continue et dont les valeurs appartiennent à un espace com- 
plet y, la fonction f se laisse prolonger d'une façon bicontinue 
sur un ensemble Gg. 

Désignons, en effet, par "X l’espace complet qui contient to- 
pologiquement iV (voir p. 200, Vil). L’homéomorphie / se laisse pro- 

longer sur un ensemble qui est un Crg relativement à 9C. On 

a donc >1 d CI ^ - L’ensemble A 2 = A^ - SV est l’ensemble de- 
mandé: il est un (dans S\'), il contient A et la fonction pro- 
longée est bicontinue sur lui. 

Remarques. 1. L’ensemble f(A>^ peut ne pas être un Êrg. Soient, en 

effet, = /4 = ensemble des nombres rationnels de l’intervalle 01, in- 
tervalle 01 et / (x) = X. 


0 C. R. Paris t. 178 (1924), p. 187 et Contribution à la théorie des ensem- 
bles homéomorphes, Fund. Math. 6 (1924), p. 149. 
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2. Le théorème de M. L a v r e n t i e f f permet d’établir le théorème 
suivant, qui a été démontré par une autre voie au § 22, IV (théor, 5): chaque 
ensemble n-dimensionnel (situé dans un espace métrique séparable) est contenu 
dans an ensemble n-dimensionnel 

La démonstration*) se ramène au cas où /z = 0 (cf. p. 132, th. 5). Or, 
A étant un ensemble O-dimensionnel, il existe une homéomorphie entre A 
et un sous-ensemble de l'ensemble (/ de Cantor (p. 124, th. VI). Cette ho- 
méomorphie se laisse prolonger, en vertu du corollaire, à un euseinble 6\. Ce 
dernier ensemble est 0-dimensîonnel comme homéomorphe à un sous-ensemble 
de t', donc à un ensemble O-dimensionneî. 


ni. Caractérisation des espaces topologiquement complets. 

Tout ensemble (situé dans un espace métrique arbitraire 9C) 
homéomorphe à un espace complet 9/ est un Gg 3). 

Car, en supposant dans le corollaire précédent que les valeurs 
de la fonction / remplissent l’espace le prolongement /* de / 
coïncide avec / (puisque la fonction /* est biunivoque): te domaine 
des arguments de / (c. à d. l’ensemble ^4) est donc identique à 
celui de f* et ce dernier est un 

En rapprochant ce corollaire du théorème du § 29, VI, on en 
conclut que, pour qu'un sous-ensemble (Vun espace complet soit ho- 
méomorphe à un espace complet (c. à d. qu’il soit topologiquement 
complet), il faut et il suffit qu'il soit un Gg ^). Il en résulte que tout 
ensemble homéomorphe à un Gg contenu dans un espace complet 
est un Gi^). 


donc contenu topologiquement dans un espace complet n-dimension- 
nel. Comme on verra dans le Chap. IV, le terme complet peut être remplacé 
par compact. 

*) L. Tu mark in, Math, Ann. 98 (1928), p. 653. 

*) Cet énoncé présente un cas particulier de l’invariance de la classe 
borelienne (voir N° IV). 

'•) Pour une démonstration pins directe, voir W. Sierpiùski, Sur les 
ensembles complets d'un espace (D), Fund. Math. 11 (1928), p. 203, 

®) C’est en particulier à ce fait que tient l’importance et l’utilité de la 
notion d’ensemble 

®) Théorème de M. Mazurkiewîcz, Ueber Borelsche Mengen, Bull. 
Acad. Cracovie 1916, p. 490—494. Voir aussi W. Sierpiùskî, Sur l'invariance 
tppologique des ensembles érg, Fund. Math. 8 (1926), p‘. 135. Le théorème peut 
aussi être déduit directement du théorème de M. Lavrentieff sans avoir 
recours au théor. § 29, VI, voir M. Lavrentieff, 1. cit. 
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Les espaces complets séparables ne sont autre chose — au point 
de vue topologique — que des ensembles situés dans le cube 
fondamental de Hilbert, Car, d’après le théorème d’Urysohn, 
chaque espace métrique séparable est homéomorphe à un sous- 
ensemble de (p. 104); si cet espace est en outre complet, le 
sous-ensemble en question est, comme nous venons de démon- 
trer, un Érg. 

IV. Invariance intrinsèque des différentes familles d’en- 
sembles. Une propriété d’ensembles P est dite invariant in- 
trlnsèque, lorsque chaque ensemble (situé dans un espace com- 
plet) homéomorphe à un ensemble jouissant de la propriété P (et 
situé dans le même ou dans un autre espace complet) jouit éga- 
lement de la propriété P ^). 

Théorème ‘^), Soit P un invariant intrinsèque tel qiie^ X jouissant 
de la propriété P, chaque ensemble qui est un G?, dans X en jouit 
également. Dans ces hypothèses les propriétés suivantes sont des 
invariants intrinsèques: 

T\’ propriété P^ d'être la somme d'une famille dénombrable 
d'ensembles à propriété P> 

propriété P^ d'être le produit d'une famille dénombrable 
d'ensembles à propriété P, 

5^^.* propriété P^^ d'être la différence de deux ensembles à pro- 
priété P, 

4^: propriété P^. d'être le complémentaire d'un ensemble à pro- 
priété P, dans l'hypothèse supplémentaire qu'un ensemble à pro- 
priété P ne cesse pas de la posséder^ lorsqu'on lui ajoute un en- 
semble 

L’invariance de la propriété P^ est évidente (elle ne dépend 
guère de l’hypothèse que les Gi relatifs jouissent de la propriété P). 

Pour établir 2®, posons: A /Ij /lg-... où An jouit de la 
propriété P et A est homéomorphe à B. D'après le théorème de 
M. Lavrentieff, l’homéomorphie / entre i4 et fi se laisse pro- 
longer à un ensemble G^; désignons le par A*. Il vient donc 


*) Il est à remarquer qu’il s’agit ici d’une lioméomorphie entre sous- 
ensembles de deux espaces. Bien entendu, dans le cas d’une homéomor- 
phie entre espaces, chaque propriété exprimée en termes topologiques est 
invariante. 

M. L a V r e n t î e f f, Fund. Math. 6, op. cit. 
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A==AA*, d’où A=JI(A„ A*) et B ^ f (A) [ l f {A,r A*), puis- 

«=1 n-~l 

que la fonction / est biunivoque. A* étant un Ér^, Tensemble 
An' A* jouit de la propriété P et il en est de même de lensein- 
ble f(An 'A*), Donc B jouit de la propriété P^. 

La démonstration de 3® et est analogue. Soit A A^^ — A 2 , 
les symboles et A* ayant le même sens qu’auparavant. Il vient 
A^A-A^ = A,'A*^A 2 - d’où 5 - / (.4) - / (A, • A*) /(/l, ■ A^l 

ce qui achève la démonstration de 3^ 

Soit enfin A ~ A[ (complémentaire de A^). Il vient A -- A" A\ — 
^A^-^A,'A^ et B=f{A):==f(A^)-f(A, A^)}=^{lf(A^^^^^^^^^ 

L’ensemble f (A*) étant un [f{A*)\' ost un L’ensemble 

entre crochets { } jouit donc de la propriété P et B jouit de la 
propriété Pr. 

On déduit de V\ 2^ 4® et de l’invariance intrinsèque de la 
notion d’ensemble G?, (établie au précédent) le 

Corollaire I ^). Les propriétés d'être un ensemble horelien de 
classe Ga avec a>0 (G<>, etc.) et celle d'être de classe avec 
a > 1 F- 5 - etc.) sont des invariants intrinsèques. 

Il suffit d’ailleurs de supposer que A est situé dans un es- 
pace complet, tandis que B (qui est homéomorphe à A) peut être 

supposé situé dans un espace métrique arbitraire LV. Car, A' 
désignant l’espace \' ^complété" (cf. p, 200, VII), B est — d’après 
le corollaire 1 — de classe G^ (de classe F^) relativement à l’es- 
pace V, donc relativement à T, qui contient B, 

Corollaire 2. La propriété de Baire au sens restreint est un 
invariant intrinsèque. 

Car la condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensem- 
ble A jouisse de cette propriété est que chaque ensemble Z fermé 
dans A soit une somme d’un ensemble borelien et d’un ensemble 
de I-re catégorie dans Z (p, 55, VI). 

0 Sans remploi du théorème de M. Lavrentieff ce corollaire a été 
établi pour quelques cas particuliers (d’ailleurs dans des hypothèses supplé- 
mentaires sur l’espace); voir outre le renvoi p. 215: W. S i e r p i 11 s k i, Sur 
une propriété des ensembles et Sur une définition topologique des ensembles 
Fuhd. Math. 6 (1924), p. 21 — 29, du même auteur: C. R. Paris t. 171 (1920), p. 24 
(cas des ensembles ...) et S. Mazurkiewicz, Sur l'invariance de la 

notion d'ensemble Fund. Math. 2 (1921), p. 104. 
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L’invariance de la propriété Pp peut servir pour démontrer l’invariance 
intrinsèque des développements en séries alternées (finies ou transfinies) des en- 
sembles de classe (ou de classe *). Par exemple, la propriété d*être une 
différence de deux ensembles est un invariant intrinsèque *). 

V. Applications aux rangs topologiques. Dans chaque es- 
pace complet séparable de la puissance c il existe une famille com- 
posée de Ÿ ensembles dont les rangs topologiques sont incomparables 
deux à deux ^). 

Nous établirons d’abord un théorème de la Théorie générale 
des ensembles. 

0 étant une famille de transformations des sous-ensembles 
d’un ensemble donné iX en sous-ensembles de % convenons d’ap- 
peler deux ensembles X et Y (contenus dans iX) incomparables 
(par rapport à 0), lorsqu’il n’existe dans 0 aucune transformation 
d’un de ces ensembles en sous-ensemble de l’autre. 

Si les transformations appartenant à 0 sont biunivoques et 
=i= 0 =: lit, il existe une famille F composée de 2'" sous-ensembles 
de .X qui sont incomparables deux à deux. 

Rangeons l’ensemble SV, ainsi que la famille 0 augmentée 
de toutes les fonctions inverses aux fonctions qu’elle contient, en 
deux suites transfinies et {/„} ayant le plus petit type d’ordre 
possible. Soit P — {pf) une suite transfinie définie par induction 
de manière que soit différent de tous les pi et de tous les 
{p.^ avec J < a et < «. Soit F une famille de sous-ensembles 

de P telle que F ~ 2'" et que X — Y — m pour chaque couple d’en- 
sembles distincts appartenant à. F*). 


>) Cf. les .petites classes* de Borel, § 33. 

W. S i e r P i 11 s k i, Sur quelques invariants d’ Analysis Situs, Fund. 
Math. 3 (1922), p. 119. 

3) Voir ma note Sur la puissance de V ensemble des ^nombres de dimen- 
sion*' au sens de AI, Fréchet, Fuud. Math. 8 (1926), p. 201, Cf. aussi: W. Sier- 
pibski, Sur un problème concernant les types de dimensions, Fund. Math. 19 
(1932), p. 70, S. B a n a c h, ibid. p. 10 et l’extrait d’une communication de 
M. Lindenbaqm (Ann. Soc. Pol. Math. X, 1932, p. 114), d’après lequel on 
peut remplacer l’incomparabilité des rangs topologiques par Tincomparabilité 
relative aux transformations continues (non nécessairement bicontinues). 

^) L’existence d'une famille F de ce genre est une conséquence de 
ridentité m s=s 2in*, qui permet de faire correspondre à chaque élément p de P 
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Supposons par impossible qu’une fonction s transforme 
A' en Yi où A s F et l'i C ^ ® Soit Nous allons démon- 

trer que les formules X — Y et $<» entraînent « < y, d’où 
on conclura que A— P < m, contrairement à l’hypothèse. 

Posons /yC/Ja) donc f%{p^- H vient t; > a par dé- 

finition de p„. D’autre part, ^ a, car p^^ s K et p» non-z Y. Les 
formules a. < ri ei p^= (p„) entraînent t/ < y, d’où a < y. 

Ceci établi, substituons à 0 la famille de toutes les fonctions 
bicontinues, définies sur des sous-ensembles Gi de l’espace 9C. Si 
l’on suppose que X e F, que X ^ K s F et que A est topologique- 
ment contenu dans K, il existe d’après le théor. de M. Lavren- 
tieff une homéomorphie f(x) définie sur un contenant A et 
telle que / (A) CI Mais ceci est impossible, puisque / e 0 et A 
et Y sont incomparables par rapport à 0. 

Dans un ordre d’idées analogue on établit l'existence d'une suite transfinie 
de puissance > c d’ensembles dont le rang topologique augmente, ainsi que d'une 
suite transfinie de puissance c d’ensembles dont le rang topologique diminue '). 

VI. Prolongement des fonctions mesurables B. 

Théorème *). Soient X un espace métrique arbitraire, ' // un espace 
compiet séparable, A un sous-ensemble de X. Chaque fonction f{x) 
de classe a, définie sur A, se laisse prolonger (sans altérer sa classe) 
sur un ensemble A* de classe a + 1 multiplicative. 

Si, en particulier, l’ensemble A est de classe a > 0 multipli- 
cative, la fonction peut être prolongée sur l’espace X tout entier ®). 

Le théorème étant établi au N® I pour a = 0, posons a > 0. 
D’après p. 136, 3, il existe une suite de fonctions fn{x) de classe a, 


(où P— m) deux sous-ensembles Ap et Bp de P de façon que Ap = ni = Bp et 
que les ensembles Ap,Bp,Ap, et Bp, soient disjoints deux à deux pour p^p'- 
La famille P a pour éléments tous les ensembles F(X), où XCP et où f{X) 
est la somme des ensembles Ap avec pt X et des ensembles Bp, avec p' ^ P — A. 

’) VoirW. Sierpiùski, 1. c. et ia note de M. SierpiAski et de 
moi Sur un problème de M. Fréchet concernant les dimensions des ensembles liné- 
aires, Fnnd. Math. 8 (1926), p. 193. 

*) Voir ma note Sur les théorèmes topologiques de la théorie des fonctions 
de variables réelles, C. R. Paris, t. 197 (1933), p. 19. 

’) Pour la deuxième partie du théorème, restreinte aux fonctions A va- 
leurs réelles, voir F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 244. 



220 


Chapitre III. Espaces complets. 


définies sur A, qui approchent uniformément /(x) et pour les- 
quelles les ensembles fn(A) sont isolés. On peut donc poser: 


( 1 ) 


fn{x) -fki.X)\< l, 
2 * 


quel que soit n 


k. 


fn{A) = [y\, y'„, ..■] suite finie ou infinie d’éléments distincts. 

Soit ... [/r‘(X‘)j ... ■ 1/7'(3'^)|. 

Chacun des ensembles f^'(y'^) étant ambigu de classe a par 
rapport à A (puisque le point ÿ^, comme point isolé de l’ensemble 
fk{A), constitue dans cet ensemble un ensemble ouvert et fermé), 
les hypothèses du théorème p. 165, VIll, 2 se trouvent vérifiées. 

Il existe par conséquent pour chaque n un ensemble A,, de 
classe a + 1 multiplicative et un système {C, ...<„} d’ensembles 
ambigus de classe a par rapport à A„, tels que: 


1" C/, ...,•„ C;, ...y^. = 0 pour (/j ... 4) 7 ^ (y’i .••>) et A -< « 

’i» /!„=-- 2" C-. ... /„ 3« yi-C,- B, 

4" Si 5,, ... = 0, on a O, ... /„ = 0. 

De plus (en vertu de la deuxième partie du théorème précité), 
si A est de classe a multiplicative, on a An = X (puisque l’égalité 
^ —fk ^fk{A) =-fkKyl) +f'k 'iyl) + ... , valable pour chaque A, en- 
traîne A — 2 ... (■„. quel que soit n). 

L’ensemble A* Ai - A 2 - ... est donc de classe a -fl multipli- 
cative; en outre, dans le cas où A est de classe a multiplicative 
(donc où A„ == V) on a /l* := X 

Prolongeons chacune des fonctions /„ sur l’ensemble An, en 
convenant que fn{x) ~ yn", si a: £ C,, ... /„. L’ensemble des valeurs 
de la fonction /« ainsi définie étant dénombrable, il suffit — pour 
prouver que cette fonction est de classe a (sur An) — de démontrer 
que l’ensemble fn \ÿn) est de classe a additive par rapport à A„ 
pour n et l fixes. Or, cela résulte directement de la formule 
fnKÿn) =2 C, ... /, la sommation étant étendue à tous les sys- 

tèmes de rt — 1 indices. 

Ceci établi, nous allons démontrer que les fonctions /« (pro- 
longées) convergent uniformément sur l’ensemble A*, notamment 
que l’Inégalité (1) est valable, quel que soit x# e A*. 
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Soit, en effet, ... et ® Q. —yA» ^ I^’après V 

il vient /\ j \, ... , 4 jk- Soit .v s Bi ^ ... donc x £ V^'O, d’où 

fn{x) yl^n :r^ L'égalité ik-^jk implique de même que 

^ - fk \y{^), d’où fk{x) = yl^ == /a^Vq). Comme point de ^4, satisfait 
à la formule (1). 11 en est de même de at^, puisque fn{x)~fn{Xç) 

et A(a:)=--AC^o). 

L’espace V étant complet, posons /(a:) lim /«(.t). La fon- 
ction /(a:) se trouve définie ainsi pour chaque x z A* et, comme 
limite d’une suite uniformément convergente de fonctions de classe a, 
elle est encore de classe a (p. 185, 2). 

Corollaire ^). Dans les mêmes hypothèses sur les espaces iX et 

Jf, chaque fonction f {x) de classe a, définie sur A, se laisse pro- 

longer sur l'espace tout entier de façon qu'elle devienne une fonction 
de classe a -f 1. 

En effet, d'après la première partie du théorème précédent, 

il existe un ensemble E de classe a -f- 1 multiplicative sur lequel 

la fonction / se laisse prolonger sans altérer sa classe (pourar- O, 
voir N^l) et d’après la deuxième partie du même théorème, la 
fonction /, ainsi prolongée, peut être étendue à l'espace tout entier 
comme fonction de classe a+ 1. 

VII. Prolongement de l’homéomorphie de classe a, p. 

Une transformation J/ ™/Cv) de classe a dont la transforma- 
tion inverse a: — est de classe p est dite une honiéomorphie 
de classe a, p ^), 

Les énoncés qui suivent permettent de généraliser ceux des 

II — IV dans l’hypothèse que les espaces considérés sont 
séparables. 

Théorème. Toute homéomorphie de classe a, p entre deux en- 
sembles arbitraires A et B situés dans deux espaces complets sépa- 
rables :Y et 'JJ se laisse prolonger sur deux ensembles respectivement 
de classes a + p -f 1 et p + a + 1 situés dans ces espaces. 


Pour le cas où JJ Qsi l’espace des nombres réels, voir W. S i e r p i lï- 
ski, Sur e extension des fonctions de Baire définies sur les ensembles linéaires 
quelconques, Fund. Math. 16 (1930), p. 81 et G. v. A 1 e x i t s, Ueber die Erweite^ 
rang einer Baireschen Funktion, Fund. Math. 15 (1930), p. 51. 

2) Cf. W. Sierpiùski, Fund. Math. 21 (1933), p. 66. 
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Reprenons la démonstration du théorème de M. Lavrentieff. 
Soient: y = /(•*) une homéomorphie de classe a, p entre A et B, 
A* un ensemble de classe a + 1 multiplicative, A Ç2. A*, y — f*{x) 
une fonction de classe a définie sur A* et qui coïncide avec f {,x) 
sur A (cf. N® VI), I = E{y — f*(x)\. Attribuons un sens analogue 

xy 

aux symboles B , g* et J par rapport à la fonction x = g {y), inverse 
de y — f{x). Soient enfin A^ et Rj les projections de l’ensemble 
I J sur les axes 9C et y respectivement. L’ensemble J étant de 
classe P + 1 multiplicative (p. 183, VIII, 1), l'ensemble Ai est de 
classe a + P 4- 1 multiplicative par rapport à A* (p. 183, VII, 2), 
donc par rapport à dC, c. q. f. d. 

Le théorème établi, considérons le cas particulier où A est 
de classe « > 0 multiplicative. Posons A* = A et /* == /. Il vient 
Al — A et = B. L’ensemble / étant à présent de classe a mul- 
tiplicative, Bi est de classe P 4- « multiplicative par rapport à B*, 
donc par rapport à y. On parvient ainsi au 

Corollaire. La propriété d’être un ensemble de classe a > 0 
multiplicative est invariante par rapport aux homéomorphies de 
classe a, 0. 


B. Espaces complets séparables (§§ 32 — 35). 

L’espace SI! sera supposé complet et séparable. 

§ 32. Rapports à l’espace 9c des nombres irrationnels. 

I. Opération Admettons qu’à chaque système ... nu 

d’entiers positifs corresponde un sous-ensemble fermé (vide ou non) 
Fn, — n* d’un espace complet 9C. 

Nous supposerons dans la suite que 

(1) /=',! ... J* j/i-i-i C ... J* (2) l™ 8 ... J*) = 0. 

Soit Z l’ensemble des j tels que ... j* ^ 0, quel que soit k. 
L’ensemble Fji Fji.î .PjIjb jj-... se réduit alors (§ 30,11) à un seul 
point, que nous désignons par /(j). Par conséquent 

*) Nous désignons, comme d’habitude, par j une suite variable ...] 

d’entiers positifs. En identifiant cette suite avec le nombre irrationnel 

4-- 4's'" . on peut admettre que 5 parcourt l’ensemble 9( (cf. p. 5 et 80). 

j(î) 
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( 3 ) /(Z) = n /=■,. ... 5*, 

de sorte que / (Z) est le résultat de l’opération (si) effectuée sur 
le système {/^n, 

(a) L’ensemble Z est fermé dans >('. 

En effet, si j non-t Z, il existe un k tel que F.i ... .* -- 0. On 
a donc i)* = 0 pour chaque i) tel que — ,5', ... , i)* = 3*, de 

sorte que l) non-tZ. L’ensemble )t,i ... des i) considérés étant, 
comme on vérifie facilement, ouvert, on en conclut que 3 est un 
point intérieur du complémentaire de Z, donc que Z est fermé. 

(b) La fonction /(3) est continue (sur l’ensemble Z). 

Soient, en effet, 3 s Z et un indice tel que ô (/^^i. ..,*)< e. 

... jA désignant le même ensemble qu’auparavant, la condition 

3i e Z ... ,A entraîne fih) s F^x ... ^a, donc |/(3) — f (h) | < e. 

... jA étant un entourage de 3, on en conclut que la fonction / 
est continue au point 3. 

La proposition suivante est évidente: 

(c) Si F.^x ... jfc 0 , quels que soient 3 et k, alors Z = ' K. 

(d) Si le système {F.^x ... ,a} est diadique, c. à d. si l’ensemble 
F^x ... jA s’annule toujours sauf quand le système 3* ... 3* se com- 
pose de chiffres l et 2, — l'ensemble Z est homéomorphe à l'ensemble 
(i de Cantor, 

Car, dans ces hypothèses, Z est l’ensemble des suites com- 
posées de chiffres 1 et 2. 

(e) SI deux ensembles F^x ... ja et F^x ...,,a pourvus de diffé- 
rents systèmes de k indices sont toujours disjoints, la fonction f est 
biunivoque. En outre, 

f(Z)=nEF,x ...,A 
A=1 , » « 

(de sorte que l’ensemble /(Z) est alors un i^os). 

En effet, si 3 7^ i), il existe un indice k tel que 3* D*. 

Comme / (i)) e F^x ... ^a, il vient f (x)) non-t F^x... ,a, à'oxx f (i) ^ f (vi). 
Pour le reste de l’énoncé (e) voir § 1 , VI, 5 . 

(f) Si l'on ajoute à l'hypothèse de l'énoncé précédent celle que 
les ensembles F^x ... ^ soient ouverts (tout en étant fermés), la fonction 
f(l) établit une homéomorpHe entre Z et f (Z). 
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Soit, en effet, lim /( 5 ,„) = /(.;(). Il s’agit de prouver que 

ni - ' 

lirn im c. à d. que lim 3 * = 3 *. quel que soit k, ou encore 

que, k étant fixe, on a im ^ t pour m suffisamment grand. 

Or, Tensemble ... étant ouvert, on conclut de la formule 
lim /(cvO /(O ^ f ••• que /(s,,/) £ F.x ... .a- pour m suffisamment 

grand. D’autre part /(vh) £ ... 4- D’hypothèse de l’énoncé (e) 
entraîne donc 3 ,^, - 3 ', ... , 3 * 

(g) Si . V' r, Pt A''., ... - y ... .A„ quels que soient 3 

i ■ \ '' ^ / 1 ' ^ 

et fz, on a f (Z) V. 

En effet, p étant un point donné, il existe un indice tel 
que P £ F„^. Procédons par induction. Supposons (jue p £ F //, ••• r/yr.. 
Il existe par hypothèse un indice //Afi tel que ^ ... 

En désignant par > la suite a/.,, //. j, ... , il vient p /(O- 

IL Transformations de l’ensemble en espaces complets. 

Tlworcme I ^). Chaque espace complet séparable est {effective- 
ment-)) une image continue de l'espace A'. 

Soit, en effet, /?i, ... une base de l’espace telle que 

^ 0 et o(M)- 1 (cf. § 17, 1 et II). Posons /v - Il vient 

V.. et 5(F,) :t. 

/ l / I 

Procédons par induction. L ensemble fermé non vide /V/, 
supposé défini et considéré comme l’espace, il existe une suite infinie 
d’ensembles fermés et non vides F^, ... i — 1 , 2, ... , telle que 

//, ... //y, ^ F r/^ ... /7^/ et C» (/* , 1 ^ ... n^i) ' 

/■- 1 

D’après (b), (c) et (g), .V est une image continue de A*. 

Théorème 2. Chaque espace complet séparable de dimension 0 
est homéomorphe à un sous-ensemble fermé de V espace )i. 

En effet, l’espace V étant 0-dimensionnel, chaque ensemble 
ouvert est la somme d’une suite infinie d’ensembles disjoints (vides 


‘) Ce théorème sera étendu dans le § 33 sur les ensembles boreliens. 
“) c, à d, que la démonstration qui suit permet de n o ni m e r une fon 
ction continue /qui transforme h en é\ (cf. § 18, VJII). 
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OU non) qui sont à la fois fermés et ouverts et de diamètre aussi 
petit que l’on veut (p. 120, cor. 1). Il vient donc, comme dans la 
démonstration précédente: 



les ensembles F,,^ ... étant fermés, ouverts et disjoints pour k fixe. 

D’après (a), (f) et (g), X est homéomorphe à un ensemble Z 
fermé dans 

Corollaire. Dans Vespacc u chaque ensemble est lioméo- 
morplw à un ensemble fermé. 

Car, en vertu de § 29, VU, chaque ensemble G?, contenu 
dans }( est homéomorphe à un espace complet de dimension 0. 

Théorème 3 (de Al. M a z a r k ie w i c z) f. Chaque ensemble G^,^ 
dense et frontière dans un espace complet., séparable et O-dimen- 
sionnel est homéomorphe à l^espace II. 

En effet, d’après le théor. 1', p. 120, rensemble (7^^ en ques- 
tion est le résultat de l’opération (/ /) effectuée sur un système 
d’ensembles (/v,, ... non vides, fermés, ouverts, disjoints pour k 
fixe et satisfaisant aux conditions (1) et (2) du N^^l. D’après (3), 
(c) et (f), cet ensemble est donc homéomorphe à )(. 

Corollaire. Chaque ensemble Gf> dense et frontière dans l'es- 
pace C des nombres réels est homéomorphe à /C. 

Soit Q l’ensemble G?, considéré et soit D un sous-ensemble 
dénombrable de c ~ Q, dense et tel que Tensemble — Q - D 
soit dense (un ensemble Dde ce genre existe, car l’ensemble é. — Q 
est dense et dense en soi). L’ensemble Q est par conséquent 
dense et frontière dans éi — D. De plus, comme ensemble G^y 
C — D est un espace topologiquement complet de dimension 0 
(§ 29, VII). Q est donc homéomorphe à 9c en vertu du théor. 3. 


9 Teorja zbiorôw 6’-, Wektor 1918. Cf. dans cet ordre d’idées L. K. J. 
Brouwer, On linear inner lirniting setSy Proc. Akad. Amsterdam 20 (1917), 
p. 1191; P. Alexandroff et P. Urysohn, Ueber niilldimensionale MengeUy 
Math. Ann. 98 (1927), p. 89 (cas de l’ensemble homogène). 


c. Kuratowski, Topologie I. 


15 
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III. Transformations biunivoques. 

Théorème. L'intervalle 9, ainsi que le cube n-dimensionnel 9" 
(n fini ou Ko> ^), se laissent obtenir de IL par une homéomorphie de 
classe 0,1, c. à d. par utie transformation biunivoque et continue 
y = f{x), dont la transformation inverse x = f~'{y) est de I-re classe. 

Soit N l’ensemble C de Cantor dépourvu des extrémités gau- 
ches des intervalles contigus. La fonction t (jc) qui fait corres- 
pondre au nombre x = - — “ -f- ... -t- ” -f- ... {Cm = 0 ou 2) le nombre 

e 3* 3* 3"' 

t(x) = -' 4--- -f ... + transforme N en 9 d’une façon bi- 

^ ' 2^* 2^ 2"*+' 

univoque et continue (p. 149). 

La fonction inverse n’admet qu’un ensemble dénombra- 
ble des points de discontinuité (notamment, les points qui sont 
représentés par des fractions diadiques finies); elle est donc de 
I-re classe (§ 30, VII, cor. 1). 

N étant dense et frontière dans f , les ensembles N et K. sont 
homéomorphes (théor. 3, N“II); soit s {x) une homéomorphie telle 
que s (90 = N. La fonction / (x) = ts (x) satisfait au théorème 
pour n — 

En faisant correspondre à la suite (finie ou infinie); composée 
de nombres irrationnels x,, Xi , ... la suite / {Xi),f(x ^), ... , on définit 
une transformation continue g de It" en 9" (p. 149, VI). 

La transformation inverse / “‘(Vi)./”’(.V 2 ) - fait correspondre 
à chaque point j'j, j/,» — tle l’espace 9" un point de )L"; la trans- 
formation g ' est donc de 1-re classe, puisque est de I-re 
classe (p. 183, 3). Vi" étant homéomorphe à 9£ (p. 14Sk remarque), 
désignons par h une homéomorphie telle que h( )i) = ')L'‘. La fon- 
ction superposée gh (x) est bien la fonction demandée. 

Corollaire^). Chaque espace métrique séparable SY se laisse 
obtenir d’un sous-ensemble E de )L par une homéomorphie de clas- 
se 0,1. En outre, si 'X est complet, E est fermé (c. à d. est topo- 
logiquement complet, séparable, et 0-dimensionnel). 

En effet, X peut être considéré comme un sous-ensemble Q de 


•) et d’une façon plus générale chaque espace complet séparable et dense 
en soi', voir ma note sur ce sujet, qui paraîtra dans Fond. Math. 22 (1934). 

*) Dans le § suivant ce corollaire sera étendu sur les ensembles boreliens. 
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9^ (p. 104, IV). En outre, si l’espace 'X est complet, Q est un Gi 
(cf. p. 215, III). Or, / étant la fonction considérée dans le théorème 
précédent (pour rt = S(,), l’ensemble /“'(Q) est un G^ dans '-K; 
il est donc homéomorphe à un sous-ensemble fermé de 9c (corol- 
laire du théor. 2, N® II). 

IV. Théorèmes de décomposition. 

1. Chaque espace complet, séparable, O~dimensionnel et indénom- 
brable se compose d'un ensemble dénombrable et d'un ensemble ho- 
méomorphe à K. 

En effet, d’après le théorème de C a n t o r-B e n d i x s o n (p. 108), 
l’espace se compose d’un ensemble dénombrable et d’un ensemble 
P parfait et non vide. Soit D un ensemble dénombrable dense 
dans P. L’ensemble P, considéré comme l’espace, est complet, sé- 
parable et 0-dimensionnel. En outre, chaque point en est un point 
de condensation (§ 30, IV, cor. 3); l’ensemble P — • Z) est donc dense 
dans P. Comme un G^ dense et frontière dans P, l’ensemble P—D 
est homéomorphe à 9t selon le théor. 3 du N® II. 

On en conclut que chaque ensemble indénombrable situé dans é. devient 

homéomorphe à li, lorsqu'on supprime un ensemble dénombrable convenable- 
ment choisi'). Car en enlevant les points rationnels, ou parvient à un en- 
semble 6’j de dimension 0, qui devient — comme nous venons de démontrer — 

homéomorphe à )i, lorsqu’on enlève un ensemble dénombrable. 

2. Chaque espace complet, séparable et indénombrable se com- 
pose d'un ensemble dénombrable et d'un ensemble qui s'obtient de 91 
par une homéomorphie de classe 0,1. 

Soient, en effet, 1/ l’espace considéré et SI' un espace com- 
plet, séparable, O-dimensionnel et tel que s’en obtienne par 
une homéomorphie / de classe 0,1 (N® III, corollaire). D’après le 
théorème précédent, on a X = D-{- N, où D est dénombrable et N 
homéomorphe à 9c. La formule y —f {D) f {N) représente la 
décomposition demandée. 

V. Rapports à l’ensemble C de Canton 

Théorème. Chaque transformation continue d’un espace com- 
plet séparable X est une homéomorphie sur un ensemble A homéo- 
morphe à l'ensemble G de Cantor. pourvu que cette transformation 
admette une infinité Indénombrable des valeurs différentes. 


') Théorème de M. Mazurkiewicz, 1. cit. 
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En outre chaque espace complet, dense en soi et non vide 
(qu’il soit séparable ou non) contient (i topologiquement. 

Faisons correspondre à chaque valeur y de la fonction / con- 
sidérée un point tel que y == /(%). L’espace :X étant séparable 
et l’ensemble des Xy indénombrable, soit D un sous-ensemble 
dense en soi (non vide) de cet ensemble (cf. § 18, V). 

Soient p^ ^ p^ deux points deTensemble D et soient ut /% 
deux sphères (fermées) de centre et p^ telles que: 1° ô(/^o)<l, 
5 {F^) < 1, 2® f{F^) / {F^) “ 0. L’existence des sphères /^o ut F 2 
résulte de la continuité de la fonction /: si elles n’existaient pas, 
on pourrait définir (en considérant des sphères de plus en plus 
petites) deux suites {tn) et {5„} telles que lim r ,/ Wm Sn ^Pi 
ut / (a-,,) = / (6V/); mais on aurait alors lim/(r,;) lim/(.v,i), doù 

f iPç\) ~f{P 2 ) ut pQ — car la fonction / est biunivoque sur D. 

L’ensemble D étant dense en soi, il existe à l’intérieur de 
deux points et p^yy de D et deux sphères /^oo ut /^o 2 telles que 
S (^^ü) < V-i, (/^ri) < 'A, - 0 et F,, + 7^02 C F.- En 

attribuant un sens analogue aux symboles ut F^^ et en procé- 
dant ainsi de proche en proche, on parvient à un système diadique 
d’ensembles fermés non vides {/>. ... r^.} qui satisfait aux conditions 
(1) et (2) du N^I. On a en outre 

(i) / (F,^ ... c,) f {F<u ... == 0, si (Cl ... Cu) ^ (di ... dk) , 

ce qui implique que />, ... Cf.' Fi/, ..* “ 0. 

Il en résulte en vertu de N® I, (d) et (e), que rensemble 

" 11^ Fr , ... r^n où la sommation s’étend à tous les systèmes de 

A-.: 4 

k chiffres ... c^^ est une image biunivoque et continue de (/: 

La fonction g (c\ c e ( \ est b i c o n t i n u e •^). Soit, en effet, 
lim g (Cn) g (c). Il s’agit de démontrer que lim Cn = c, donc — en 


') Cf. W. H. Young, Leipz. Ber. 55 (1903), p. 287. 

‘) La fonction g (c) peut être définie directement, en convenant que 

fi' (<■) = /'V. • • - pour ^ = | + t+^7 + - Hausdorff, 

Mengenlehre^ p. 134. 

•*) C’est un cas particulier d’un théorème sur les espaces compacts. 
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vertu du théor. de Bolzano-Weierstrass — que la condition lim = c' 

entraîne c' — c. Or, la fonction g étant continue, on a l’égalité 
lim g — g (C), d’où g {c') = g (c) et c' - c, puisque la fon- 

ction g est biunivoqiie. 

Il est ainsi établi que A est homéomorphe à Enfin, pour 
prouver que la fonction partielle f(x\A) est bicontinue, il suffit 
de démontrer— comme nous venons de voir— que cette fonction est 
biunivoque. Or, étant donnés deux points .tg de A, il existe deux 
systèmes différents d’indices Ci...Ck et tels que 

et x^ Ê /v, ... df,- Il vient selon (i): f {x^) 7 ^ f {x^), c. q. f. d. 

Pour établir la deuxième partie du théorème,’ il suffit de po- 
ser dans le raisonnement précédent A et f (x) - x. 

Corollaire 1. Toute image continue indénombrable d’Olin espace 
complet séparable contient (' topologiquement. Elle est donc de la 
puissance du continu. 

Corollaire 2. Tout espace complet^ séparable et indénombrable 
contient un G?, (homéomorphe à )() dont chaque espace complet sé- 
parable est une image continue. 

C’est une conséquence du corollaire précédent, du théor. 1 
(N^ll) et du fait que l’ensemble (' dépourvu des extrémités des 
intervalles contigus est homéomorphe à ')i. 

Corollaire 3. Etant donnée une fonction continue f{x), définie 
sur un espace complet séparable, la condition nécessaire et suffisante 
pour que Vensemble des valeurs de cette fonction soit indénom- 
brable est qu'il existe un ensemble dense en soi E (situé dans cet 
espace) tel que la fonction partielle f (X\E) soit biunivoque. 

La condition est nécessaire en vertu du théorème de ce N*’. 
Elle est suffisante d’après le corollaire 6 , p. 206. 

§ 33. Ensembles boreliens dans les espaces 
complets séparables. 

I. Ensembles ambigus *). A chaque ensemble ambigu A de 
classe « + !>!, situé dans X. correspondent: un espace complet 
séparable C de dimension 0 (autrement dit, un sous-ensemble fermé 


0 Cf. N. L U s i n, Ensembles analytiques, chap. 11. 



230 


Chapitre III. Espaces complets. 


de 70 et une homéomorphle f de classe 0,a qui transforme C en'X 
de façon que l'ensemble f~\A) soit un F, et £rg (dans C). 

Supposons que le théorème soit vrai pour chaque ensemble 
ambigu de classe < P 0 > 1). Nous allons démontrer qu’il en est 
encore ainsi, quand A est un ensemble ambigu de classe p. 

D'après p. 166, IX, l’ensemble A est de la forme: 

cmo oo 

A — ^ {An ■ An-Çi • ...) ■= I l (An -|- ^n+l + ...) 

«- 1 ,' i — 1 

OÙ A„ est ambigu de classe a„ et 0 < a„ < p. 

Si P > 2, il existe par hypothèse un ensemble C„ fermé dans 
'ïl et une homéoraorphie /« de classe définie sur C„, telle 
que fn(C„) = An. Si p = 2, on parvient à la même conclusion en 
vertu du corollaire § 32, 111 (où l’espace 9C peut être remplacé 
par l’ensemble A„, car celui-ci est un G^). 

L’ensemble 9C A,, étant aussi ambigu de classe a„, il existe 
un ensemble D„ fermé dans l’ensemble des nombres Irrationnels 
de l’intervalle (1,2) et dont le rapport à St — est identique à 
celui de C„ à An\ de sorte qu’en posant E,, = Cn + D„, la fonction /« 
définie sur l’ensemble En tout entier, est continue, biunivoque et 
remplit les formules fn{Cn) — An et fn{Dn) = St — An. La fon- 
ction ‘ est de classe car les fonctions partielles f~n^\An et 
f„ ^\0X—An) sont par hypothèse de classe «n et l’ensemble An est 
ambigu de classe a„ (cf. p. 179, IV, 2). 

Remarquons que En est topologiquement complet, séparable, 
0-dimensionnel et que les ensembles C,, et D„ sont fermés et ouverts 
dans cet espace. Soit E — E^X E 2 X ... le produit cartésien des 
espaces E„, c. à d. l’espace des suites 5 = [j*, f , ...] où j" s En. Soit 
C l’ensemble des ^ tels que ACV) = fAf) — — Posons / (g) = /i(g‘) 
pour g s C. 

Les fonctions fn étant continues, C est fermé dans E. L’es- 
pace E étant topologiquement complet, séparable et O-dimensionnel 
(§ 29, III, § 14, VI, § 24, V), il en est de même de C. 

On a / (C) = St. Car x étant un point de St, il existe, pour 
chaque n, un t„ e En tel que x = fn{tn). En posant 3 = [t^, t^, ...], 
il vient x ~ /(g) et 5 s C. 

La fonction / (g) est biunivoque. En effet, si g i), il existe 
un n tel que g" 7^ 9", d’où / (g) = /«(g») /«(if) = / (i)), puisque la 

fonction f„ est biunivoque. 
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La fonction /(j) est continue, car la fonction /,C^0 est continue. 
La fonction a = (jc) est de classe P, si P est un nombre 
limite, et de classe < P dans le cas contraire. Car en vertu des 
équivalences: 

{\ = f-Kx)) - {/(A) - X} .. {JC = A(a>) = - ...| 

chaque coordonnée du point a = f~Kx) est une fonction de classe 
< P (p. 183, VI, 1). 

L’ensemble f~^(A) est un et G?,. On a, en effet, 
f '(A) - i; - Il If '(A„) +/-'(A„+^) + ...]. 

n—1 n—1 

La fonction / étant continue, il suffit donc de démontrer que 
l’ensemble f~\A„) est fermé et ouvert dans C. Or, on a pour A e C: 
{/ Cî) ^ A„} {/«(a") s An) «T {a" e C„} et l’ensemble C„ étant fermé 

et ouvert dans E„, l’ensemble f~'(An) = C- E U" ^ Cn} est fermé 

■ A 

et ouvert dans C, puisque E {j" s C„} = £, X ... X En-^ XCnX En+i X ... 

h 

Remarque. La classe de la fonction /- ne peut pas être réduite. Car 
^ étant de classe Ç, l’ensemble A=:^ff~-^(A) est ambigu de classe t + 1, puis- 
que f—^(A) est ambigu de classe 1 (§ 27, 111). Par conséquent, si A est de 
classe a 1 sans être de classe a, on a ï a. 

IL Ensembles boreliens arbitraires ’)• 

Corollaire 1. Chaque ensemble boreüen B de classe a > 0 se 
laisse obtenir d'un espace complet, Q-dimensionnel et séparable (au- 
trement dit: d’un sous-ensemble fermé de )i) à l’aide d'une homéo- 
morphie de classe 0,a. 

En effet, B étant ambigu de classe a + 1, on considère l’en- 
semble et (rj du théorème précédent comme l’espace complet 
et on restreint à cet espace le domaine des arguments de la fon- 
ction /. 

Il est en outre à remarquer que, si B est de classe a addltive 
(multiplicative), l’ensemble f{X) l’est également, quel que soit l’en- 
semble X ouvert (fermé). 


') Cf. N. Lus! n, ibid. Pour des énoncés plus précis, cf. ma note sur 
ce sujet, qui paraîtra dans Fund. Math. 22 (1934). 
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Corollaire 2. Dans chaque ensemble borelien indénombrable B 
de classe a > 0 il existe un ensemble dénombrable D tel que l'ensem- 
ble B — D se laisse obtenir de ïi à l'aide d'une homéomorphie de 
classe 0,^. 

Soient, conformément au cor. 1, C un espace complet, sépa- 
rable, 0-dimensionnel et / une homéomorphie de classe (),a telle que 
/(C) = ZÎ. E étant un sous-ensemble dénombrable de C tel que 
l’ensemble C — E est homéomorphe à )î (p. 227, IV, 1), on pose 
D^^--f(E). 

Corollaire 3. Chaque ensemble borelien est une image continue 
de l'ensemble )c des nombres irrationnels. 

Supposons d’abord l’ensemble B indénombrable et soit 
D ~ T?!, l’ensemble dénombrable (fini ou infini) considéré 
dans le cor. 2. Soit f (t)^ ts A , une fonction continue telle que 
f { B — D. Désignons par A„ renseinble des nombres irra- 
tionnels de l’intervalle (n, n + 1) et posons f { lin) — Pn. L’ensem- 
ble ' )( + A i+ A 2 + - -Î 6st évidemment homéomorphe à A , 
se trouve ainsi transformé en B d’une façon continue. 

Dans le cas où B est dénombrable, on pose B ^ D. La fon- 
ction / transforme alors rensemble /( j + /t 2 + ... eu B, 

Corollaire 4. (théor. de M. M. Ale x and roff-Ha a s d o rff) ' ). 
Chaque ensemble borelien indénombrable contient topologiquement 
l'ensemble C de Cantor. Sa puissance est donc c. 

C’est une conséquence du cor. 3 et du cor. 1, p. 229. 

III. Développement des ensembles ambigus en séries 
alternées “). La condition nécessaire et su ffisante pour qu'un en- 
semble E soit ambigu de classe a -f- 1 est qu'il soit développable 
en série alternée dénombrable (transfinie) d^ensembles décroissants 
de classe c/, multiplicative: 

(1) E B, - B, + B, ~B, + ... + B. - 5,, I l + ... 

La suffisance de cette condition a été démontrée p. 164, 3. 
Pour en prouver la nécessité, considérons, conformément au théor. 
du N® I, un espace complet séparable C et une homéomorphie / de 

') P. Alexandroff, C. R. Paris t. 162 (1916), p. 323, F. H a u s- 
dorff, Math. Ann. 77 (1916), p. 430. 

N. L U s i n, 1. cit. 
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classe 0,a qui transforme C en l’espace .V (qui contient E) de 
façon que l’ensemble f~^(,E) soit un et G>,. En vertu du théo- 
rème p. 207, VI, l’ensemble f ~'(,E) est de la forme 

{E) = — ^2 4- -f- ... -f 1-1 -f- ... , 

OÙ les ensembles sont fermés et décroissants. 

La fonction / étant bi univoque, il vient: 

E - //- > {E) = / (F,) - / {F,) -I- ... -I- / (/•;,) - / + ... 

et les ensembles décroissants sont de classe « multipli- 

cative, puisque la fonction f ' est de classe a. 

IV. Petites classes de Borel. Le théorème précédent conduit d’uiie 
façon naturelle à une classification des ensembles ambijrus d’une classe a 
donnée (où a n’est pas un nombre limite). Notamment, la série ( 1 ) étant du 
type [-i, nous dirons que l: appartient à la petite classe F' . D’une façon ana- 
logue, si le complémentaire de l: est développable en une série du type ji, 
est dit de petite classe ’). 

On voit ainsi que la classification des ensernliles ambigus de dusse 

(a fixe) en «petites classes*' est tout-à-fait analogue à celle des ensembles 

borelieris eu classes F (ou G ). 

a ^ a' 

Ainsi, par exemple, les ensembles des petites classes f'J, f\^ F\ ... , 
g], G'^, ... sont respectivement de la forme: 

Par une méthode analogue à celle qui nous a servi pour démontrer 
qu’à chaque a correspond (dans l’espace des nombres irrationnels) un ensemble 
borelien qui est de classe a sans être de classe - ^ (p. 175 ) on établit l’exis- 


0 Cette condition s’exprime d’une façon plus naturelle, lorsqu’on em- 
ploie la division des ensembles, en posant par définition (011 

8 

y ~ complémentaire de Y). G'^ est alors la classe des ensembles qui se lais- 

sent développer en un , produit alterné" du type fi d’ensembles croissants de 
classe a additive: 

E = (G, : Gi) • (Gj : G4) • ... ■ (G,,^ ; G^„^i) • ... où G, C G, C ... : G ... 

En effet, la formule + ... + — ^(,14-1 + — entraîne 

f == (ô, - B,y . ... . (« , - . ... = (By b.j ). ... • (e;’ : ,) • ... 
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teoce des ensembles qui appartiennent à une petite classe donnée sans 
appartenir aux petites classes à indices inférieurs 


§ 34. Ensembles projectifs. 

I. Définitions. On appelle ensembles projectifs de classe 0 
les ensembles boreliens. Les ensembles projectifs de classe 2n+l 
sont les images continues des ensembles projectifs de classe 2« 
(situés dans le même espace); les ensembles projectifs de classe 2 n 
sont les complémentaires des ensembles projectifs de classe 2 n—\ *). 

En particulier, les ensembles projectifs de classe 1, c. à d. 
les images continues des ensembles boreliens sont appelés analy- 
tiques ou ensembles A ®), leur complémentaires, c. à d. les ensem- 
bles projectifs de classe 2, sont nommés complémentaires analyti- 
ques ou ensembles CA *). 

Comme on verra dans la suite, il y a de nombreux problèmes d’un ca- 
ractère élémentaire qui conduisent aux ensembles A et aux ensembles CA. Il 
y a aussi des exemples importants d’ensembles qui sont analytiques sans être 
boreliens; tel est, dans l’espace des sous-ensembles fermés de l’intervalle, l’en- 
semble des ensembles fermés indénombrables 

L’importance de la théorie des ensembles projectifs (surtout des en- 
sembles analytiques) tient aussi à ses applications aux autres branches de la 


0 M. Lavrentieff, Snr les sons-classes de la classification de M. Baire^ 
C. K. Paris 1925. Cf. aussi N. Lusîn, op. cit. p. 123, et W. S i e r p i li s ki, 
Sur l'existence de diverses classes d* ensembles ^ Fund. Math. 14 (1929), p. 82. 

CO CO 

‘) Avec les opérations dénombrables ^ et JJ il n’y aurait aucune 

n—l n~l 

difficulté de prolonger cette classification dans le transfini « imitant 

la classification des ensembles boreliens. 

*) ou ^ensembles de Souslin" (F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 177). 

*) La notion d’ensemble analytique a été introduite par MM. Sou s lin 
et L U 8 i n; voir Sur une définition des ensembles mesurables B \sans nombres 
transfinis, C. R. Paris t. 164, 1917, p. 88 et suiv. La théorie des ensembles 
analytiques a été développée surtout par MM. Lusin etSierpihski. La 
notion d’ensemble projectif est due à M. Lusin; voir Sur les ensembles pro- 
jectifs de M. Henri Lebesgiie, C. R. Paris t. 180 (1925), p. 1570. Cf. L. Kant o- 
rovitch et E. Livenson, Memoir on the analytical operations and projec- 
tive sets, Fund. Math. t. 18 (1932), p. 214 et t. 20 (1983), p. 54. 

W. H U r e w î c Z, Zur Théorie der analytischen Niengen, Fund. Math. 15 
(1930), pp. 4—17. Nous reviendrons sur ce point dans le Chap. IV. 
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Topologie; ainsi, par exemple, la démonstration du théorème sur l’inversion 
des fonctions continues (§ 35, V) repose sur cette théorie. 

Nous allons voir que les ensembles analytiques jouissent de la propriété 
de Baire (même au sens restreint) et qu'ils sont mesurables (dans le cas de 
l’espace des nombres réels, cf. § 35, II). Le problème si ces deux propriétés 
appartiennent aux ensembles projectifs en général, n’est pas résolu ^); en con- 
séquence, les ensembles projectifs de classes « -^2 sont — à l’état actuel de 
leur théorie — moins susceptibles d’applications. Néanmoins, on est conduit 
à la notion d’ensemble projectif d'une façon tout-à-fait naturelle, surtout 
lorsqu’on se sert des notations logiques et lorsqu’on tient compte du fait que 

l’opérateur logique ^ correspond à la projection (p. 8) et que la négation 

correspond au passage au complémentaire d’un ensemble. 

IL Relations entre les classes projectives. Désignons, 
d’une façon générale, par CX la famille des complémentaires des 
ensembles appartenant à une famille donnée X et par PX la famille 
des images continues des ensembles appartenant à X. On a les 
formules évidentes: 

1. CCX^X 2. XCPX^PPX 

3. XQy entraîne CX C CY et PX C PY. 

En outre, Ln désignant la /z-ième classe projective, on a: 

4. = PL2n 5. L^n = CL 2 W—I 

6. et PL,^L,^ A, 

Nous allons démontrer que 

7. L 2 n C et Lin +1 C ^ 2 /i+ 2 -f/? pour n > 0 et *-=1,2,... 

Il suffit évidemment de prouver que: 

(i) Zf 2 /I CZ (îi) CZ ^« 42 » (ili) -Lan-fl CZ ^ 2 / 1 4 !• 

L’inclusion (i) est une conséquence directe de 2 et 4. 


0 La solution de ce problème (même dans le cas de /z 3 et de l’es- 
pace des nombres réels) semble présenter des difficultés très profondes; d'après 
M. L U s i n, qui a posé ce problème, „on ne saura Jamais* (!) si la solution 
est positive ou négative. 11 en est de môme du problème si la puissance 
d'un ensemble CA indénombrable est celle du continu. Voir N. L a s i n, Les 
propriétés des ensembles projectifs, C. R. Paris t. 180 (1925), p. 1817. 
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L’inclusion (ii) est satisfaite pour = 0 en vertu de 3 et 6. 
Pour ri> Q on h soit Ln = PCLn-i^ soit Ln = CPLn -2 (où Ton posa 
L-i = Zvo). Si Ton admet (en raisonnant par induction) l'inclusion 
il vient selon 3: PCLn .^(Z_PCLn et CPLn iÇiCPLtu 
d’où l’inclusion (ii). 

Enfin, l’inclusion (i) donne CZ 2 « j-i “ /^ 2 «f 2 C d’où selon 

3 et 1 1 — ù(yIj2n-\ } CZ. C^Li2n\-2 “ Lé2n-\-l‘ 

III. Propriétés des ensembles projectifs. 

1. Pk étant un ensemble projectif de classe n situé dans un es- 
pace complet séparable b - 1, 2, ... , le produit cartésien (fini ou in- 
fini) P 1 XP 2 X... est an ensemble projectif de classe n dans V espace 

1 X .\2 X ... 

2. P et Q étant deux ensembles projectifs de classe n, situés 
respectivement dans les espaces complets séparables 'X et f), et y=f{x) 
étant une fonction continue définie sur P, V ensemble f ^{Q) est de 
classe n. En outre, si n est impair, f (P) est de classe n\ si n est 
pair, f {P) est de classe n+\, 

3 0* propriété d'être un ensemble projectif de ciasse n est 
additive et multiplicative au sens dénombrable: autrement dit, si les 
ensembles P^. P^, ... sont des ensembles projectifs de classe n, les 
ensembles P^ + P.^ + ... et Pj-Po*... le sont également. 

Nous établirons ces propriétés par l'induction finie. 

Pour n = 0 (cas des ensembles boreliens), les propriétés 1, 3 
et la première partie de 2 sont satisfaites (§26,111). La deuxième 
partie de 2 l’est également. Car // étant supposé indénombrable 
(ce qui est légitime, puisque autrement /(P) est dénombrable, 
donc de cdasse 1), il existe un sous-ensemble borelien N de jj 
dont P est une image continue: P = g (N) (cf. p. 229, cor. 2 et 
p. 232, cor. 3). L’ensemble f(P)~fgil^) est donc de classe 1. 

Admettons donc que n> 0 et que les trois propriétés soient 
réalisées pour n — 1 (nous les désignerons par In-u 2 / 2 - 1 , 3,/ 1 ). 

a) Cas de n impair. Posons Pk ~ pk{Rk)y l’ensemble Rk étant 
un sous-ensemble de Xk de classe n — 1 et pk une fonction con- 
tinue définie sur 


0 Cl'. W. s i e r p i h 8 k i. Sur les familles inductives et projectives d' ensem- 
bles, Fund. Math. 13 (1929), pp. 228-239. 
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ad 1). En faisant correspondre au point . (.Vi, a:,, ...) de l’en- 
semble Ri X X ... le point de l’ensemble 

Pj X Pj X ... , premier ensemble se trouve transformé d’une façon 
continue en deuxième (voir p. 149, VI). Le premier étant de 
classe n — \ en vertu de 1,2 i, le deuxième est de classe n en 
vertu de la dernière partie de 2„-u 

ad 2). Soit, comme auparavant, P~p{R) où Soit, 

en outre, Q — q{T), l’ensemble T étant un sous-ensemble de y Ae 
classe n — \ et ^ une fonction continue définie sur T, 

On a les équivalences évidentes (où x e :\\ x"'' e et JJ): 

{X s/ >(Q)} - {f(x) s Q} - Z {[X ^-p(x*)\ [fp (X*) s Q]} . 

X* 

- {[x = /? (a:*)| [fp (x*) = I] (;;)|! , 

d’où 

/ ’(Q) = E I {[X ^ P (.v*)l i:/p (X*) .. q (y)]]. 

X x*y 

L’ensemble / ^(Q) est par conséquent une projection (§ 2, V, 3), 
donc une image continue, de l’ensemble M des points {x, x’"', y) 
qui satisfont à la condition entre crochets { }. Les fonctions p, fp 
et q étant continues, et les deux premières ayant R et la troisième 
T pour ensemble des arguments, l’ensemble M est fermé dans le 
produit X P X 7'. Celui-ci étant selon l„™ i de classe /z — 1, 
M est la partie commune d’un ensemble fermé (donc de classe n — 1) 
et d’un ensemble de classe n — 1. Selon 3,z_ i, M est par con- 
séquent de classe /z - 1 dans V < V < V et f fQ), comme image 
continue de Al, est de classe n selon le dernière partie de 2„ i. 

En outre, l’identité fiP) --fp(R) implique selon 2,/_i que 
l’ensemble /(P) est de classe n dans Jf comme image continue de P. 
ad 3). Soit, à présent, Pk = Pk{Rk) et Rk G ^ 

\x 6 y P*| I.- L e ^ /;*(/?*)! y {a: e pk{Rk)} = E Z {x = Pm{x*)} 

E E {x== Ph{x*)). 

X* k 


Donc E Pu — E E E {x = Pkix*)}, ce qui prouve que E Pk 

A’— 1 X X* k k~i 


est la projection de M = E! E {x = Pk(x*)) — E E {x ~ Pk{x*)}. 

XX* k k-~\ x\* 
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Or, la fonction pk, définie sur /?*, étant continue, l’ensemble 
Mk — E {x = Pk{x*)) est fermé dans le produit SC X /?*, qui est de 

XX* 

classe « — 1 selon l„_i; donc, comme partie commune d’un ensem- 
ble fermé et d’un ensemble de classe « — 1 , l’ensemble /W* est,, en 
raison de 3^ i, de classe n — 1 ; en vertu de la même proposition, 

ex» ex» 

l’ensemble M = E est de classe n — 1 et, d’après 2 „_i, E A 

*=) ft=i 

est de classe n comme image continue (projection) de M. 

OO 

D’autre part, la condition x e j j Pu veut dire qu’il existe une 

suite de points jCj , X 2 , ... telle que x = pu{xu). En désignant, comme 
d’habitude, par j 3 ^, ...] une variable qui parcourt SC**», on a 

I J 3 

1 1 Pk est par conséquent la projection de Tensemble 

E 11 {X =-- p*( 3 *)} - ri EAx^ pm . 

11 suffit donc (en raison de 3«— 1 ) de démontrer que l’ensemble 
E — Pkit)) est de classe n~\ (dans l’espace 9C X SC**»). Or, 

cela résulte, comme auparavant, du fait que la fonction ^*( 3 *), 
considérée comme fonction de 3 , est continue (puisque 3 * est une 
fonction continue de 3 pour k fixe; p. 145, I) et définie sur l’en- 
semble E { 3 * ® Rk) = SC X ... X IT X /?* X St' X SC X ... , qui est de classe 

}s 

n —1 selon In-i. 

b) Cas de n>0 pair. L’ensemble P étant de classe n, l’en- 
semble P (le complémentaire de P) est de classe n — 1 impaire. 

La proposition 3 résulte directement de 3«_i et des formules 
de de Morgan: Pu^' = H P'k et P*!’ = E P'k- 

En vertu de l’identité (cf. p. 8,3): PX y — dC X y—(P' X y) 
et de l„.-i, l’ensemble PXy est de classe n et il en est encore 
de même de l’ensemble SCi X ... X SC*_i X P* X SCa+i X ... On en dé- 
duit la proposition In, en tenant compte de 3» et de l’identité 
(cf. p. 8. 6 a): A X Pj X ... = (Pj X SCj X SC, X ...) • (SC, X P, X SC, X ...) • ... 
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Passons enfin à la proposition 2. D’après le théorème sur 
le prolongement des fonctions continues (p. 210, I), il existe un 
ensemble P* qui est un contenant P et une fonction continue /j 
définie sur P* et identique à / aux points de P; ceci peut être 
exprimé par l’égalité f — fi\P. Il vient (p. 12, 14): / HQ) = Pf\\Q) 
et /rHQ) = /rHH/ - Q') = P‘ - /rHQ'). 

D’après 2 b.. i, frKQ) est de classe « — 1; selon 3„, l’ensemble 
/i HQ) = ^ —/i HQ')] est donc de classe n. En multipliant cet 

ensemble par P et en appliquant 3„, on en conclut que /"'(Q) est 
un ensemble projectif de classe n. 

En outre, N désignant (comme dans le cas « = 0) un sous- 
ensemble borelien de y dont 'X est une image continue: .\' = g {N), 
l’ensemble g~\P) est de classe n dans y et par conséquent 
l’ensemble / (P) = f g [g“H^)] y est de classe n + 1. 

Les propositions 1 — 3 se trouvent établies complètement. 

4. f (x) étant une fonction mesurable B définie sur un ensem- 
ble P de classe n, l'ensemble I — K {y ~ f {x)) est de classe n. 

xy 

En effet, I est borelien relativement au produit cartésien 
P^y (§ 27, VII). Comme partie commune d’un ensemble borelien 
et de l’ensemble P'Xy, qui est de classe n (selon 1), / est donc 
de classe n (d’après 3). 

6. La proposition 2 reste vraie, lorsqu’on admet que f {x) est 
une fonction mesurable B arbitraire. 

En effet, il existe d’après p. 219, VI, une fonction /i mesu- 
rable B, définie sur l’espace X tout entier et telle que / = /iiP. 
Il vient (p. 12, 14): /~HQ) = P fr'iQ)- H suffit donc de démon- 
trer que /rHQ) est de classe n. Or, il en est ainsi, si n est im- 
pair, car en posant J ^ E {y = fi{x)), l’ensemble /rHQ) est la 

xy 

prpjection de J- (X X Q) sur l’axe SV. Si n est pair, il en est de 
même en vertu de l’identité; /rHH/~' Q) — H," — /rHQ)- 

En outre, / (P) est la projection de l’ensemble E {y = f (-^i^)} 
sur l’axe % 

Remarque. On voit ainsi qu’on n’altère pas la notion de classe 
projective, en admettant dans sa définition qu’un ensemble P situé 
dans l’espace SV est de classe 2/1 + 1, lorsqu’il existe (dans SV ou 
dans un autre espace complet séparable) un ensemble R de 
classe 2 /I et une fonction / définie sur R, mesurable B et telle 
que P = /(P). 
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6. Le résultat de L'opération (yO effectuée sur des ensembles 
de classe n impaire est un ensemble de classe n. 

Soit, en effet, (cf. p. 5): P= S II ,it où P.i est un 

5 - = 

ensemble de classe « et )c. P étant la projection de l’ensemble 


If >X e / / A. ,* I =11 K {a- e P,. ... ,A } , 

tout revient à démontrer que rensernble “ A {a: e Pa } est 
de classe n (dans l’espace Or, l’équivalence évidente 


^ ... ... {{X s Prr^ ... {n, - ... {riu - 


donne 


Zk = 2’ ... 2 {E {X t P,, ... „,.) If («1 ^ V) • ••• • If («A- = i*)} . 

n, \ tij.. 1 V j^.v .,v U ^ 


Le premier des k + 1 ensembles entre crochets { } étant de 
classe n (comme identique à /( < P/?, ... A/y.) et les autres étant fermés 
(puisque V“ etc. sont des fonctions continues de 0i ont conclut 
aussitôt de 3 (jue l’ensemble Z/, est de classe n. 


IV, Projections. Les ensembles projectifs de classe n im- 
paire situés dans Vespace X coïncident avec les projections des 
ensembles de classe n — 1 situés dans le produit '. Y ;< X 0- 

En effet, d’une part, les projections des ensembles de classe 
Il 1 sont de classe n (d’après 2). D’autre part, tout ensemble P de 
classe n est une image continue d’un ensemble R de classe /z — 1: 
f (R) P où R C P ^st donc une projection de l’ensemble 
// {x* f(x)}, qui est, d’après 4, de classe n — 1 (dans SYXSY). 

v.v* 

La proposition que nous venons de démontrer reste vraie, 
lorsqu'on remplace Vespace SY XXY par :V X ÏC. 

En effet, d’après le théorème 1, p. 224, l’espace est une 
image continue de 'K\ SX =./(90- P étant de classe n (paire ou 
impaire), l’ensemble Pi = f'^^iP) l’est également (selon III, 2). Par 
conséquent, P est une image continue d’un ensemble de classe n 


‘) Cette proposition justifie remploi du terme «ensemble projectif". 
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situé dans 91, et celui-ci est — pour n impair — une image continue 
d’un sous-ensemble de 9L de classe « — 1. Par conséquent P est 
la projection sur l’axe 9C d’un ensemble de classe n — 1 situé dans 
le produit 9C X 9L. 

En particulier, les ensembles analytiques coïncident avec les 
projections (sur l'axe des ensembles fermés situés dans SY X 9i ‘). 

En effet, d’après le corollaire 3, p. 232, chaque ensemble bo- 
relien est une image continue de 9t; il en est donc de même de 
chaque ensemble analytique. Par conséquent, A étant un ensemble 
analytique, il existe une fonction continue / définie sur )t et telle 

que A est la projection sur l’axe SY de l’ensemble fermé E {•« == /(j)}. 

•'^5 

situé dans l’espace 9CX9L (la variable i parcourant l’ensemble 90- 
Inversement, la projection d’un ensemble fermé est un ensem- 
ble analytique (d’après N® III, 2). 

V. Fonctions universelles. Conformément à la définition 
p. 172, XIII, une fonction Lnif) qui fait correspondre à chaque 
nombre irrationnel ^ un ensemble projectif de classe n (situé dans 
un espace SY) est dite universelle relativement à la classe Ln, lors- 
que Ln coïncide avec la famille des valeurs de la fonction Z,n(j). 
Nous allons pro\iver qu’à chaque n> 0 correspond une fonction 

universelle Lnia) l'ensemble E {•« ® Lnif)} est de classe n *). 

H 

Soit, conformément à l’énoncé final de la p. 174, F'(^) une fon- 
ction universelle relativement à la famille des sous-ensembles fer- 
més de l’espace EYX96 et telle que l’ensemble E soit 

m* 

fermé dans l’espace 9CX9CX9t (j et j* parcourant 9Î). 

Chaque sous-ensemble analytique de SY étant une projection 
d’un ensemble fermé situé dans 9C.X9C, on obtient une fonction 
Zi(j) universelle relativement à Li(~ A) lorsqu’on fait correspondre 
à 3 la projection de F(î) sur X En symboles: {x: e Z,, (3)} 

^ E {(x 3*) e P (3)}- L’ensemble E (3)} ^E E {(x 3*) * Pii)} 
l* H f 

est analytique, comme projection de l’ensemble fermé E{ixi*)s P(i)}. 

m* 


Cf. la note de M, Szpilrajn et de moi Sur les cribles fermés et 
leurs applications, Fund, Math. 18 (1931), p. 160. 

*) Cf. N. L U 8 i n, Ensembles analytiques, p. 290. 


C. Kuratowski, Topologie I. 


16 
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Procédons par induction. Posons pour n pair /.«(O = — /-«-KO- 

La fonction Z,n(0 est universelle relativement à L„ et l’ensemble 
E {-VS Z.„(0; = E {X non-tLn KO} = X )l — E {x s L„-,(s,)} est de 

■n H 

classe n. 

Pour n > 1 impair, désignons par jt,}_j(0 une fonction univer- 
selle relativement à la famille des ensembles de classe n — 1 

situés dans 9C X )c et telle que l’ensemble E {(■^O ® ^n-i(0} soit 

■'■55* 

de classe « — 1 (dans U' X )l X )i). En raisonnant comme pour 
«=1, on prouve que la fonction /.«(O. définie par l’équivalence 
{x t Z.n(0} E {(x.O) £ L*„ i(,0), est bien la fonction demandée. 

•’l 

VI. Théorème d’existence ')• L’espace II des nombres irra- 
tionnels contient, pour chaque « > 0, un ensemble projectif de classe n 
qui n'est pas de classe < n. Il contient aussi des ensembles non 
projectifs. 

Considérons la fonction universelle /.«(O du N^V (en y po- 
sant lY = K). L’indice n 1 étant impair, soient 

En E {t £ LniO] et £',,1-1 = Il - En = E {5 non-z Z.„(,^)}. 

5 ^ 

Comme projection de l’ensemble 7x(.v s i/((0} ' li (•’f = 0, qui est 

■''5 ,v,^ 

de classe n, E,, est aussi de classe n. Donc Z;'„i i est de classe «-f-l- 
D’autre part, d’après le théorème de la diagonale (p. 175, XIV), 
n’est pas de classe n, ni — à plus forte raison — ^de classe < n 

(puisque n est impair). Il en résulte que E„ n’est pas de classe 

< fl, car dans le cas contraire /:X |] serait de classe < fl -p 1. 

Imaginons à présent chacun des ensembles E,, placé dans 
l’intervalle (fl - - 1, fl). L’ensemble E,., -- E^ -\-E^ -j- ... est non projectif. 


‘) Ibidem. Voir aussi la note de M. B a n a c h et de moi Sur In struc- 
tiire des ensembles linéaires^ Studia Math. 4 (1933), p. 95, où il est établi qu’il 

existe dans PespaceS^'^ (des fonctions continues) un ensemble linéaire de 
classe 2n qui n’est pas de classe inférieure (un ensemble est dit linéaire, s’il 
contient, avec f {x) ét g (x)^ chaque fonction de la forme / ( v) -f" P .C W)» 
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Remarque, Le procédé employé dans les NN®V et VI permet de définir 
effectivement (cf. § 18, VIII) les ensembles et 

L’existence des ensembles non projectifs peut d’ailleurs être établie (non 
effectivement) d’une façon plus simple. Notamment, la famille des ensembles 
boreliens étant de la puissance du continu et la famille de toutes les images 
continues d’un ensemble étant également de cette puissance (p. 116), on voit 
aussitôt que, quel que soit n, la classe L,, est de puissance c. 11 en est donc de 
môme de la somme -f* Lo + ... La famille de tous les sous-ensembles d’un 
espace complet séparable et indénombrable ayant la puissance 2' > c, l’exis- 
tence des ensembles non-projectifs en résulte directement. 

VII. Invariance. P étant un ensemble projectif de classe n, 
chaque ensemble homéomorphe à P (qu’il soit situé dans le même 
espace ou dans un autre espace complet séparable) Vest également. 

Le théorème est évident dans le cas où n est impair, car 
dans ce cas chaque image continue de P est déclassé//. Dans 
le cas où n = 0 (cas des ensembles boreliens) le théorème est vrai 
d’après p. 217, cor. 1. Si // > 0 est pair, la propriété Ln i satis- 
fait aux hypothèses du théorème p. 216; c. à d. qu’elle est un 
invariant de riioméomorphie et qu’en outre: 1) chaque relatif 
à un ensemble de classe //— 1 est de classe n — 1, 2) la somme 
d’un ensemble déclassé n — 1 et d’un et de classe n — 1. On en 
conclut que la propriété d’être le complémentaire d’un ensemble de 
classe n ~ 1, c. à d. d’être de classe n, est un invariant intrinsèque 

VIII. Fonctions propositionnelles projectives^). Une fon- 
ction propositionnelle cp {x) est dite fonction de classe Ln, lorsque 
l’ensemble K ^ {x) est de classe Ln- Nous établirons les règles 

A' 

suivantes du ^calcul projectif": 

1. 5/9 (a:) est de classe Ln, sa négation est de classe CLn. 
Car E ?'(•«) = \E ? (•«)|'- 


0 Dans le cas de l’espace des nombres réels, la mesurabilité lebesguienne 
de l’ensemble ainsi défini semble présenter des grandes difficultés, bien 
que cet ensemble soit nommé explicitement. Voir à ce sujet ma note Sur le 
problème de la mesurabilité des ensembles définissables^ Congr. Int. Math. Zürich 
1932, vol. II, p. 117. 

^) Pour l’invariance de la classe CA voir P. A 1 e x a n d r 0 f f, Sur les 
ensembles complémentaires aux ensembles Fund. Math. 5 (1924), pp. 160—165. 

’) Df. §§ 1, 2, et 26, IX. Voir sur ce sujet les notes de M. T a r s k i et 
de moi dans Fund. Math. 17 (1931), pp. 241—272. 
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2. Si (p (x) est de classe Ln dans l'espace St, <p (x) est de 
classe Ln dans l'espace 'XX y. 

Car (N» III, 1); E<p(x) = \E^ (a:)] X Q/. 

xy I JC J 

3. Ti(a:), ?2 (a:), ... étant une suite finie ou infinie de fonctions 
de classe Ln (n fixe ^)). les fonctions E 9>t(x) et [] ça(a:) sont aussi 

k k 

de classe Ln- 

C’est une conséquence directe de l’énoncé N® III, 3. 

4. '1' (a:, y) étant de classe Ln (dans St X y), la fonction pro- 
positionnelle E (x, y) est de classe PLn et fl ^ {x, y) est de classe 

y y 

CPCLn {dans St). 

Car l’ensemble E E {x, y) est la projection (cf. p. 10, V, 3) de 

JC y 

l’ensemble E (x,yy, il est donc de classe PLn (N® IV). En outre: 

xy 

fl 'I' (x.y) - [IJ <!''(a:,j/)]'- 

y ly 1 

Les règles précédentes montrent que les opérations logiques: 
\ + r y Ey FL effectuées sur des fonctions propositionnelles projectives 

X X 

conduisent toujours à des fonctions propositionnelles projectives. 
Rapprochées des règles du § 26, XI, elles permettent, en même 
temps, d'évaluer la classe borelienne ou projective d’une fonction 
propositionnelle, donc de l’ensemble qu’elle définit. 

Remarques. (1) Etant donnée une fonction propositionnelle de deux varia- 
bles ^(-v, 3 /), on peut'se servir pour évaluer la classe de ^ tantôt de la 

y 

règle 4, d’après laquelle l’ensemble Bj est la projection de B 

JC y .xy 

tantôt de la règle p. 10 , 1 , d’après laquelle 11 S^(^yy) est la somme ^ B ^{x.,y), 

X y y X 

La deuxième règle — où est considéré comme indice — esi plus avantageuse 
dans le cas où y parcourt un ensemble dénombrable, ainsi què dans le cas 
particulier où l’ensemble Bj est ouvert (pour y fixe), puisque la somme 

JT 

d’une famille (de puissance arbitraire) d’ensembles ouverts est ouverte. 

Des remarques analogues concernent l’opérateur /7*)- 

On pourrait se débarrasser de cette hypothèse, en prolongeant les 
classes au-delà des indices finis (cf. p. 234, renvoi *)). 

C’est ainsi, par exemple, que dans le renvoi ^), p. 209, h est con- 
sidéré comme indice et non comme point d’un espace. 
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(2) Dans le cas où y est un espace compact^ la projection parallèle 
à Taxe ^ d’un ensemble fermé est un ensemble fermé 0- conséquence» o'n 
tiendra compte dans ce cas de la règle suivante: 

5. Si ^{x,y) est de classe F (ou de classe F), également, 

^ y 

Si est de classe G (ou de classe G-), / / ^(x,y) l'est également, 

y 

!X. Applications^). 1) Accessibilité rectilinéaire. Le point x est dit recti- 
linéairement accessible par rapport à Af, en symboles a' ? lorsqu’il existe 
dans l’espace St un segment rectiligne xy qui n’a avec M que le point x en 
commun (et qui ne se réduit pas à un seul point). La condition pour que le 
point Z appartienne au segment xy s’exprimant parrégalîté: | a* — z | -j- 1 x—y | == 
= |a — y\, on en conclut que (les variables a*,>', 2 : parcourant l’espace iX): 

{x E mJ {(y*x) -fl [(\x—zl + \z—y\=^ \x—y\) • (z= 4 =x)->(z e My]h^. 

y •E 

{{y * X) ■ 1 1 1(\ X - z\ + \z-y\ \ x-y\) + {z== x) + {z t M)']} . 

y ^ 

La fonction propositionnelle <p (a) {a e Af^} s’obtient ainsi à l’aide des 
opérations logiques effectuées sur les fonctions: 

^(x) zs: {xtAi}, ■({x,y) -^{x =y}, o -z) {| at — z I -t- I z — | — I — 3 ; |} . 

La deuxième et troisième sont évidemment de classe F. Quant à la pre- 
mière, elle dépend des hypothèses faites sur l’ensemble Af. Si M est un F^, on 
voit aussitôt, en appliquant les règles du §26, XI, que la fonction entre crochets [ ] 
est de classe Gp, Si l’espace est compact, l’opération f] effectuée sur cette 
fonction donne encore une fonction de classe G^ (selon 5); en multipliant 
cette dernière par la fonction (y=^x), qui est de classe G, on n’altère pas sa 

classe; puis, en appliquant l’opération S, on parvient à une fonction de classe A 

y 

(règle 4); en la multipliant par la fonction (a e Af), qui est de classe F^, on 
obtient finalement la fonction <p(a), qui est donc de classe A. 

Autrement dit; Af étant un ensemble situé dans un espace compact, Ven- 
semble de ses points rectilinéairement açcessibles est analytique *). 


‘) Nous reviendrons sur cette proposition — dont la démonstration est 
d’ailleurs très facile— -dans le Chap. IV. Voir aussi ma note de Fund. Math. 17, p. 253. 

*) On trouvera de nombreuses applications de la méthode exposée tout-à- 
Theiire dans les notes citées de Fund. Math. 17, dans Fund. Math. 18, p. 148—159, 
61—170 (note de M. Szpilrajn et moi), chez M. Saks, Fund. Math. 19, p. 218. 

*) Théorème de N i k o d y m-ü r y s o h n. Il importe de remarquer que 
la classe de l’ensemble ne peut être réduite; il existe notamment (dans 
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D’une façon générale, M. étant un ensemble de classe dans 

un espace complet, est de classe /^2«4-3* 

2) Opérations de Hausdorff *). Etant donnés: une suite d’ensembles 
Ay,Aiy... et un sous-ensemble B de Tespace 9£ des nombres irrationnels, on 
considère l'ensemble H tel que 

^ {(a t B) , n [(m = f) ix ,4„)]}. 

fl /n/l 

Si les ensembles et B sont projectifs (de classe bornée), H est projectif. 
Si ces ensembles sont analytiques, H l’est également. 


§ 35. Ensembles analytiques. 

I. Généralités. Rappelons d’abord quelques propriétés des 
ensembles analytiques établies au § 34. Par définition, les ensembles 
analytiques coïncident avec les images continues des ensembles 
boreliens (§ 34, I). Chaque ensemble borelien étant une image 
continue de l’ensemble K des nombres irrationnels, on peut définir 
les ensembles analytiques comme les images continues de ^ensemble 
'■)t (§ 34, IV). 

La propriété d’être un ensemble analytique est invariante 
par rapport aux opérations dénombrables: d’addition, de multi- 
plication et de multiplication cartésienne, par rapport à l’opé- 
ration (.c/) et par rapport aux transformations mesurables B 
(qu’elles transforment Tensemble considéré en sous-ensemble du 
même espace ou d’un autre). 

D’après le corollaire 1, p. 229, chaque ensemble analytique 
indénombrable contient un ensemble parfait “). Les ensembles ana- 
le plan euclidien) un ensemble fermé Al pour lequel l’ensemble est non 
borelien. Voir: O. N i k o d y m, Fiind. Math. 7 (1925), p. 250 et 11 (1928), ainsi 
que Ann. Soc. Pol. Math. 7 (1929), p. 79, P. Urysohn, Proc. Acad. Amsterdam 
28 (1925), p. 984 et N. L u s i n, Fund. Math. 12 (1928), p. 158. 

‘) F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 87 et A. Ko 1 rn o go r of f, Opérations 
sur des ensembles, Rec. Math. Moscou 25, p. 418. Voir aussi L. Kantorovitch 
et E. L i V e n s o h n, Memoir on the Analytical Operations and Projective Sets (J), 
Fund. Math. 18 (1932), p. 214, où l’on trouve *de nombreux renvois biblio- 
graphiques. 

*0 Voir M. S 0 U 8 1 i n, C. R. Paris t. 164 (1917). Un théorème plus général 
(en raison du N°II) est celui de M. Hurewicz: chaque ensemble qui s’obtient 
des ensembles fermés à l’aide de l’opération {s i) contient un ensemble par- 
fait, pourvu que l’espace soit séparable (complet ou non). Voir Relativ per- 
fekte Teile von Punktmengen und Mengen {A), Fund. Math. 12 (1928), p. 78—109. 
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lytiques .jréalisent" donc l’hypothèse du continu: leur puissance 
est soit finie, soit Ho. soit (. 

Nous allons établir à présent le théorème suivant: 

A étant un ensemble analytique indénombrable, chaque en- 
semble analytique .4* s’en obtient par une transformation de I-re 
classe *). 

Il suffit évidemment de démontrer qu’il en est ainsi pour A*=-'-ïL 

Or, comme ensemble analytique et indénombrable, A contient 
un ensemble homéomorphe à (i*, donc un ensemble N homéo- 
morphe à )L. Posons / (Jc) = x pour x t N. L’ensemble N étant 
un dans l’espace 9C (qui contient A, ci. p. 215, III), donc un 
espace topologiquement complet, il existe une fonction f*{x) de 
I-re classe définie sur l’espace iX tout entier, dont les valeurs 
appartiennent à M et qui coïncide sur N avec / (a:) (p. 221, corol- 
laire). Par conséquent f*(A) = N, c. q. f. d. 

Dans le même ordre d’idées citons les théorèmes suivants: 

1. Etant donnés deux ensembles analytiques indénombrables de 
dimension 0, un de ces ensembles est une image continue de l’autre ^). 

2. Chaque ensemble analytique est une image biiinivoque et con- 
tinue d’un ensemble CA ’). 

Plus préciséinent, .v -- / (s) étant iina fonction continnr, définie sur un sous- 
ensemble fermé F de )(', l’ensemble F contienl un complémentaire analytique C tel 
que f (C) = f(F) et que la fonction partielle /(i! C) est biunivoque *). 

Afin (l’établir ce dernier (înoncé, rangeons d’abord les nombres irrationnels 
f, ...1 dans l’ordre nlexioograpliique”; en symboles: 

(1) U < n] (■,' • 11') • / / 1(V'- 1)*) + 2’ (s' < 'l')| 

/fl i k J 

Oïl voit aussitôt que la fonction propositionnelle |j cj i)] est de classe 
En outre, il existe dans chaque ensemble fermé /Y(-i^()) le premier élément. 
C’est notamment le point p (A') ^ • X, • ... où X, désigne l’ensemble des jeX 

pour lesquels admet la valeur niinima et où avec/2.>l, est l'en- 
semble des pour lesquels f admet la valeur minima. En vertu du 

tli. de Can tor (p. 205) le produit des ensembles X,^ se réduit à un seul point. 


*) W. S i e r p i n 8 k i, Sur les images de Haire des ensembles linéaires, 
Fund. Math. 15 (1930) p. 195. 

^) Pour la démonstration voir W. Sierpinski, Sur les images conti- 
nues des ensembles analytiques linéaires ponctif ormes, Fund. Math. 14 (1929), p. 345. 

3) S. M a Z U r k i e w i c Z, Sur une propriété des ensembles C {A), Fund. 
Math. 10 (1927), p. 172. 

0 Pour une généralisation de cet énoncé voir N‘^V, 5 (p. 254). 
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Ceci établi, soit C l’ensemble des points p [/ H-^)] où x parcourt l’en- 
semble f{F)\ en symboles: 

(2) Ij s q ^ [J . F] . n {[/(J) = / (9)] [J <; 9]}. 

9 

L’ensemble C est un CA, car la fonction propositionnelle entre crochets 
{ } est borelienne. Ën outre, la fonction partielle /(;| C) est biunivoque, car 

les conditions j s C, 9 £ C et /(j) = /(9) entraînent 5 9 <J î d’où j = 9. On a 

enfin /(C)=/(F), car p [f~^(x)\ peut être substitué à 5 dans le membre gauche 
de l’équivalence (2). 


II. Opération {s/î). Désignons par l’ensemble des 

nombres irrationnels 5 — — + p- + ... tels que: = «1, ... , = «*. 

1 8 * I î' 

Cet ensemble est fermé et ouvert. On vérifie facilement les pro- 


positions suivantes: 




(1) 

II 

Tir,, 

00 

... nh — S l9i, 

n—1 

... 

(2) 

on a 

... ;»* = 

0 pour («1 .. 

• 71^ 7*^ (^1 

(3) 

OCÏ 

8 = y / 

k- { ^ ^ 




(4) 

ti 

il 

00 

3 




La formule (4) montre que l’ensemble '-)l est le résultat de 
l’opération (s^l) effectuée sur le système des ensembles Un , ... h;^. 

(5) lim ô ()û ,*) 0. 

(6) /(j) étant une fonction continue définie sur 'ïi, on a 


/( 3 ) -- n/( =nfWi...^ 


k=\ 


k^\ 


( c>o \ 00 c»o 

/7 51 ... 3*j C /7 / ( >t'5‘ ... }*) c j7 selon 


(3) et l’ensemble [J f {)Li ,*) se réduit à un seul point, puisque 
la continuité de la fonction / implique en vertu de (5) que 


Iim8[/(9t5 


3*)] = 0> d’où lim 8 [/(-7t'ji ___ jA)J == 0 et S 


lâ« 


le. 
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Théorème. Pour qu'un ensemble soit analytique, il faut et il 
suffit qu'il soit le résultat de l'opération (y{) effectuée sur un système 
régulier d'ensembles fermés. 

En effet, A étant analytique, il existe une fonction continue 
/(j) telle que A — f{K). L’ensemble A est le résultat de l’opé- 
ration (^ 2 ?) effectuée sur les ensembles f { iCn,...nf), car on a d’après (6); 

A = /oo = Z fil) = Z üfBÇZ^- 

Inversement l’opération (sd) effectuée sur des ensembles fermés 
(même sur des ensembles analytiques) conduit toujours à des en- 
sembles analytiques (p. 240, 6). 

Corollaire. Les ensembles analytiques jouissent de la propriété 
de Baire au sens restreint i). 

Car chaque ensemble fermé jouit de cette propriété et elle est 
un invariant de l'opération {il) (selon p. 58, corollaire). 

Pour la même raison les ensembles analytiques sont mesurables 
au sens de Lebesgue (dans le cas de l’espace des nombres réels, 
complexes etc). 

La propriété de Baire, ainsi que la mesurabilité, appartenant 
au complémentaire de tout ensemble qui la possède, il en résulte 
que les ensembles Ci4 en jouissent également. Il en est encore 
de même des ensembles qui s’obtiennent à l’aide de la soustraction 
et de l’opération {yt) effectuées à partir des ensembles fermés ^). 

111. Premier théorème de séparation. A et B étant deux 
ensembles analytiques disjoints, il existe un ensemble borelien E tel que 

ACE et E B = Q 

’) Ainsi l’ensemble E,, p. 242, VI, qui est analytique et non borelien, 
répond au problème de M. Lebesgue (Journ. de Math. 1905, p. 188) sur l’exi- 
stence des ensembles non boreliens à propriété de Baire au sens restreint. 
Voir N. Lusin et W. SierpiAski, Sur un ensemble non mesurable B, Journ. 
de Math. 1923, p. 53. 

L’étude des ensembles de ce genre, qui présentent une généralisation 
très naturelle des ensembles A et CA, a été proposée par M. Lusin (voir 
Fnnd. Math. 5, 1924, p. 165, renvoi ’)). Cf. O. N i k o d y m, Fund. Math. 14 
(1929), p. 145. 
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(tout couple d’ensembles A, B satisfaisant à la thèse du théorème 
est dit séparable B) *). 

Lemme"^). Les ensembles P = Pi + et Q= Qi -f Qa + ••• 

étant non séparables B, il existe un couple P„, Qm non séparable B. 

Supposons, en effet, que Z„m soit un ensemble borelien tel 
que Pn c C Q« (= “ Qm)- H vieut 

PnCii Z„n. en Q'n. = iS Q.] - Q', 

m—\ m^\ \m—ï J 

donc 

OO CO 

p= iPnCZ II c Q\ 

n~l n~-\ m~ \ 

ce qui prouve que Tensemble borelien ^ // Z.nm sépare les en- 

//r=l m~\ 

semblés P et Q. 

Le lemme établi, supposons par impossible que les ensembles 
analytiques disjoints /I et B ne soient pas séparables B. Soient 
f et g deux fonctions continues qui transforment )(. en A et en B: 
A^f{ H), B = g( K). Il vient (N'> II, 1): A f ( le,) + / ( .,) + ... 
et fl = ^ ( l( i) + ^ ( + .■• Il existe donc, d’après le lemme pré- 

cédent, deux ensembles /(!(«,) et g { )im,) non séparables B. 

Comme on a, en outre, selon N®1I (1); /( ... fi/i) — f i 71, ... ft/Jl) 

W I 

et g ~ on eii déduit par induction l’exis- 

m - 1 

tence de deux suites infinies: ... et ... telles que les 

ensembles /( !(«,... h^i,) et g { m/) sont non séparables B, quel 

que soit k. 

Posons ^ == ; ^ ^ et i) = ^ ■ + - ' + ... 

n^ 'n^ mx m.^ 


’) Théorème de M. L u s i n. Sur les ensembles analytiques, PTind. Math. 
10 (1927), p. 52. 11 importe de remarquer qu’un théorème analogue pour les 

ensembles CA serait en défaut. Voir un simple exemple de M. Sierpihski, 
Sur deux complémentaires analytiques non séparables B, F'und. Math. 17 (1931), 
p. 298, de même que N. L u s i n, Ensembles analytiques, pp. 220, 260, 263 et 
P. Novikoff, Fund. Math. 17, p. 25. 

2) Sierpinski, Zarys teorji mnogosci //, p. 180. 
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Comme f(^)eA, g(i))eB et /lfî = 0, il vient | /((]) — ^>'0)) >0. 
Les fonctions f g étant continues, on a (N® II, 5) pour k suf- 
fisamment grand: 5 [/ ('k'», ... „^)] + 8 [g' ( Km, ... «*)] < ! / (s) — g (»)) I 
et comme (N® II, S): f(^) e et g (i)) e g ( Km, il vient: 
/ (Kn, ... n/f)' g { Km, ... m*) = 0. 

Cette dernière formule montre, en raison de l’inclusion 
f (Kn, ...n^ (Z. f \ ...«*)> Que Ics ensembles /( et g( )i w, ... ) 

sont séparables B, contrairement à l’hypothèse. 

Corollaire 1 *). Si les ensembles A et :A' — A sont analytiques, 
A est bore lien. 

Car, en posant dans le théorème précédent B = SY — /l, il 
vient E — A. 

Le corollaire 1 implique que la famille des ensembles qui sont 
simultanément A et CA coïncide avec celle des ensembles boreliens. 

Corollaire 2 (séparation simultanée). Etant donnée une suite 
d’ensembles analytiques disjoints /!,, /!,, ... . il existe une suite d'en- 
sembles boreliens disjoints B,, B.,, ... tels que A„ Cl B„. 

D’après le théorème, il existe, en effet, un système d’ensembles 
boreliens Enm tels que An C E„m- Am = 0 (pour n C-- m). 

Posons: Bi et B„ = // B,,,,, — (B, + ... + B„ i). L’in- 

m m:4;/z 

clusion Bmd^mu entraîne A„ Bm C A,r Emn — 0 pour m < n. 
Donc An d B„. 

IV. Applications aux ensembles boreliens. 

Théorème^). Toute image biunivoque et continue d'un ensem- 
ble borelien est un ensemble borelien. 

Chaque ensemble borelien étant composé d’un ensemble dé- 
nombrable et d’une image biunivoque et continue de l’ensemble K 
(p. 232, cor. 2), il suffit de démontrer que / étant une fonction 
biunivoque et continue, définie sur }i, l’ensemble / ( }[) est borelien. 

La fonction /étant biunivoque, on conclut de N" Il (2) que, 
pour k fixe, les ensembles du système {f{Kn,...ii,)) sont disjoints. 


q M. s oust in, 1. cit. 

q M. Sonslin, I. cit. Pour des généralisations de ce théorème voir 
N® V et N» VIII. 
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D’après le cor. 2 du N® III, il existe pour chaque k un système d’en- 
sembles boreliens disjoints tels que / ('7£n, C ... «*. 

Posons B* = Bn, f (Kn.) et, d’une façon générale, 

Bn, ... n/, = Bn, ... n/, ' f ( Kn, ... »*) ‘ 5», ... n*_i- 
On a l’inclusion 


(1) f ... CZ Bn^ ... n/i CZ / ... n^- 


En effet, cette formule étant évidente pour A == 1, admettons 
lapourA-l; selon N"II(1): f 
d’où la formule (1). 

La formule (1) implique en vertu de N® II (6) que 


U ... J*) = / / 4 ... * = n fWf ..7A d’où / (70 ^En b\ ... 

car fVO^E 11/07 ,0 selon N» II (6). 

k-l ' •" ’ 


En outre, le système {5^, ... étant régulier (c. à d. que 
CZ ^«. ... «A-i) ©t composé, pour/5 fixe, d’ensembles disjoints, 

OO OO 

il vient (p. 6, 5): EU ... j* — fl E B^i . j*. 

La sommation E étant étendue (pour A fixe) sur un sy- 

S 

stème dénombrable d’ensembles boreliens, l’ensemble 

S 

borelien. L’ensemble / ( /O l’est donc également, c. q. f. d. 

En rapprochant le théorème précédent du corollaire 1, p. 231, 
on voit que /es sous-ensembles boreliens des espaces complets sépa- 
rables coïncident avec les images biunivoques et continues des espaces 
complets séparables 0- dimensionnels. 


Remarque, B étant un ensemble borelien et g une transformation biu- 
nivoque et continue, l’espace y qui contient ^(5) peut être supposé métri- 
que arbitraire (complet séparable ou non). En effet, comme image continue 
d’un ensemble séparable, g {B) est séparable. Complétons l’ensemble ^ (iB) . 


qui est aussi séparable, à un espace g (B) (voir p. 200, VII). D*après le théorème 
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qui vient d’être démontré, g (B) est borelien dans g (B), donc dans g (B\ c. à d. 
que g (B) est la partie commune de g (B) et d’un ensemble borelien dans 9/- 
L’ensemble g (B) est donc borelien dans 

D’autre part, les hypothèses que l’espace 9C (contenant B) est complet 
et séparable sont essentielles. Admettons, en effet, que B = un ensemble non 
borelien situé dans l’intervalle 9 = '2/ e* que ^ (cas où St est non 
complet) 2® que St se compose de points de l’intervalle 0^ la distance entre 
chaque couple de points étant définie comme égale à l’unité (cas où St est 
non séparable). Dans les deux cas l’ensemble B (borelien dans X) se trans- 
forme par l’identité en un ensemble non borelien (dans S!/)* 

V. Applications aux fonctions mesurables B. 

1. y=f(x) étant une fonction définie sur un ensemble bore- 
lien E, biunivoque et mesurable B, V ensemble f {E) est borelien. 

En effet, la fonction / étant biunivoque, on transforme l’en- 
semble I = E en /(E) d’tine façon biunivoque et continue, 

en le projetant sur l’axe 9/ L’ensemble I étant borelien selon 
p. 289, 4, f(E) l’est également en vertu du théor. N® IV. 

2. Chaque fonction y ^ f {x) définie sur un ensemble analyti- 
que A et telle que ensemble I — E {y {^)} analytique^ est 

xy 

mesurable B, Par conséquent (p. 239, 4) si A est borelien, l’hypo- 
thèse que l’ensemble I est analytique implique quHl est borelien. 

Il s’agit de prouver que l’ensemble f~\F) est borelien dans 
A, quel que soit l’ensemble ferméF^'^y. Or, comme projection 
de l’ensemble analytique I (V(XF), f~'{F) est analytique. Pour 
la même raison l’ensemble F) = A — f~^{F) est analyti- 

que. D’après le théorème de séparation (N“ III), il existe un 
ensemble borelien E tel que /~'(^) d F et EA — f~^(F) = 0, d’où 
f-^(F) = EA, Ceci prouve que f~\F) est borelien dans A. 

3. y = f {x) étant une fonction définie sur un ensemble ana- 
lytique A, biunivoque et mesurable B, la fonction inverse x — f~Ky) 
est mesurable B sur V ensemble /(i4)‘). 


') Ce théorème remonte (pour le cas où A est un intervalle) à M. Le- 
b e s g U e (Journ. de Math. 1905, op. cit.). L’analyse de la démonstration de 
M. Lebesgue, qui n’était pas exacte, a suggéré à Souslin l’introduction 
des ensembles analytiques. La démonstration correcte est due à MM. L u s i n 
et S O U 8 1 i n. 
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C’est une conséquence de l’énoncé précédent (en y rem- 
plaçant X par y, y par x et A par /(A)), en raison de l’identité 
// {jc ^ /~~‘(y)} = K {y ~ /(■*)} = / et du fait que les ensembles I 

xy ■ xy 

et f (A) sont analytiques (p. 239, 4 et 5). 

4. y — f (x) étant une fonction définie sur un ensemble bore- 

lien E, biunivoque et mesurable B, si P est un sous-ensemble projectif 
de E de classe Ln (« 0), l’ensemble f{P) est aussi de classe Ln- 

Car, la fonction x = f~\y) étant selon 3 et 1 mesurable B 
sur f {E), l’ensemble f {P) — {f'')~'{P) est de classe Ln selon 
p. 239, III, 5. 

5. y -= / (x) étant une fonction continue sur un ensemble bore- 
lien E, il existe un sous-ensemble C de E de classe CA tel que 
f{C) — f (E) et que la fonction partielle fix\C) est biunivoque. 

Comme ensemble borelien, E est une image biunivoque et 
continue d’un ensemble fermé F Çf )( (voir p. 231, cor. 1) : £■ = g (F). 
Posons h (0 = fg (0 où g e F. Selon p. 247, 2, F contient un ensem- 
ble H de classe CA tel que h (H) = h (F) et que la fonction 
est biunivoque. La fonction /§'( 3 )étant biunivoque et continue, 
l’ensemble C—g (H) est un CA d’après 4. En outre, / (C) = fg (//) = 
- h (fi) ^ - h (F) — fg (F) ~ f (E). Enfin, si a: a:', x e C et Jc' s C, 
il vient x g (g), a:' g (g’), g g', g e // et g' e //. L’inégalité g^tg' 
entraîne f (x) — h (\) h (f) - f (x'), de sorte que la fonction 
f (x C) est biunivoque. 

Remarques. 1. Pour chaque a il existe une fonction / continue, biuni- 
votiue et telle que la fonction inverse n'est pas de classe a (voir p. 231, 
remarque) ’). 

2. L’hypothèse que l’espace (de la proposition 3) est complet séparable 

est essentielle. Soient, en effet, Z un ensemble non borelien situé dans l’in- 
tervalle =-0,1, Z^ son complémentaire placé dans l’intervalle 1,2, SI. = Z-|-Z*, 
\[j . /, f{x) — A pour A' : Z et /(a) = a — 1 pour a ; Z*. La fonction / -^ est 

non mesurable B (elle est même dépourvue de la propriété de Baire, si Z en 
est dépourvu). 

La séparabilité est essentielle d’après l’exemple 2^ du N°IV (remarque). 

3. Il serait intéressant, d’autre part, de reconnaître, si l’on peut omettre 
dans l’énoncé 1 l’hypothèse de la séparabilité de l'espace ]/ (cf. la remarque 
du N° IV). Cette question est liée au problème de l’invariance de la sépara- 


^) Cf. W. S i e r p i h s k i, Sur IHnversion des fonctions représentables ana- 
lytiquement, Fund. Math. 3 (1922), p. 26, 
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bilité par rapport aux transformations mesurables B, La réponse est affirma- 
tive si l’on admet l’hypothèse du continu. En effet, dans chaque espace mé- 
trique y il existe une suite F., ... d’ensembles fermés, isolés et tels que 
quel que soit 3/ (p. 91, remarque 1). Si )f est non séparable, 
un des ensembles F„ est indénombrable. Kn entourant chaque point de cet 
ensemble d’un ensemble ouvert de diamètre suffisamment petit, on obtient une 
famille indénombrable d’ensembles ouverts disjoints. La famille des sommes de ces 
ensembles ouverts est donc de puissance ?' 2^‘>c (en vertu de l’hypothèse 
du continu). Si l’on suppose que y^fC^ ) et que / est mesurable F, les 
ensembles f~^(Cj) sont boreliens pour G ouvert. Mais alors l’espace A con- 
tient une famille de puissance c d’ensembles boreliens, ce qui implique qu’il 
est non séparable (p. 162, III). 

4. Application aux groupes métriques. Soient A, et }] deux espaces com- 
plets qui constituent des groupes topologiques (cf. p. 75, Xll). Soit f{x) une 
fonction additive (c. à d. que f {x x') ~ f (x) f {x')) qui transforme l’espace 
:X en JJ. On prouve que, si la fonction / jouit de la propriété de Haire 
(eu particulier, si elle est mesurable B), elle est continue ’). Il en résulte 
que si les groupes et y sont complets séparables, toute fonction f additive, 
continue, biunivoque et telle que f(.\)~y est bicontinue Car y ^f{x) étant 
une fonction additive, la fonction inverse x--=^f ‘(y) l’est également; comme 
la fonction / -* est, eu outre, mesurable B selon 3, elle est continue. 


VI. L’opération (.c^) et les nombres rationnels. Soit A' 
l’ensemble des fractions binaires finies ()< r < 1: 


r = 


1 

2 '"* 



+ ... + 


1 

2 "'* 


où 


1 < < ... < nik. 


La fonction / {r) — [ni^, — /Wj rtik — /«æ-i] établit une corres- 

pondance biunivoque entre l’ensemble 'Il et la famille de tous les 
systèmes finis d’entiers positifs; au système ... , correspond 


en effet le nombre r = 


1 

2 «. 



+ ... + 


1 


U s. B a n a c h, Théorie des opérations linéaires, cette collection 1. 1, p. 23. 

2) S. B a n a c h, über metrische Gruppen, Studia Math. 3 (1931), p. 111. 
Pour les nombreuses applications de ce théorème à l’Analyse (en particulier 
aux équations différentielles), on consultera le livre précité de M. B a n a c h, 
chap. 111. Cf. du même auteur. Sur les fonctionnelles linéaires //, Studia Math. 1 
(1929), p. 238 et J. S c h a u d e r, Ueber die Unikehnmg linearer, steiiger Funk- 
tionaloperationen, Studia Math. 2 (1930), p. 1. 
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Lemme »). A étant le résultat de V opération {si) effectuée sur 
un système régulier {Z„, ... „*}, la formule xt A équivaut à l'exis- 
tence d'une suite infinie de nombres rationnels {r*} tels que 

( 1 ) r,<r, ... et X s Z/(r^) ■ ^/(r,) ■ 

En effet, si x e A, il existe une suite infinie «i, n ^, ... telle que 

JC e Z„. • Z„,„, • ... Les nombres r* = + ... + 2 - 4 :: sa»»’ 

font donc à ( 1 ). 

Admettons inversement que la formule (1) soit remplie. Posons 
limr*= y ^ où \ <m,<m^<... Soient «1 = OT] et «* = /«* — /w*_i 

k \ oc: J 

pour *>1. Il existe un rj^ tel que Dans le 

développement de rji^ — - y 4- où 1 < /i < ... < 4, on a donc 

Il = /«„ ... , /* = mk. Il en résulte que les k premiers termes du 
système /(o*) coïncident respectivement avec les nombres 
Le système d’ensembles {Z„,...«j} étant régulier, on a l’inclusion 
C-^". • • «A» ù’où xtZ„,. quel que soit k. Donc xsA. 

Théorème. A étant un ensemble analytique, il existe une fa- 
mille d'ensembles fermés Wr, où r b telle que la formule x e A 
équivaut à l'existence d’une suite infinie de nombres rationnels 
qui satisfont aux conditions ri< ri< ... et x b Wr, - Wr, - ... 

En effet, A étant le résultat de l’opération {sA) effectuée sur un 
système régulier d’ensembles fermés Z „, ... (N® II), on pose Wr = Z/(,). 


Ce lemme appartient à la Théorie générale des ensembles. Dans le 
cas où 9C = d, on imagine l'ensemble ^Kr) placé sur la droite y == r; le point Xq 
appartient alors à A, si l’intersection de l’ensemble-somme des où 

re /? avec la droite x = Xq contient une suite infinie de nombres croissants. 
Voir N. Lusin et W. Sierpiûski, Journ. de math. II (1923), p. 65 — 68. 
Cf. W. S i e r P i n s k i. Le crible de Af. Lusin et l'opération (rf) dans les espaces 
abstraits, Fund. Math. 11 (1928), p. 16, N. Lusin, Fund. Math. 10 (1927), p. 20 
et K. S é 1 i y a n O w s k i, C. R. Paris t. 184 (1927), p, 1311. 
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Le théorème inverse est aussi vrai; plus encore: si les ensembles W,. sont 
analytiques, l’ensemble A des x pour lesquels il existe une suite de nombres 
rationnels r, <C r., -< ... tels que xtW^. • • ... est analytique. Pour s’en con* 

vraincre, on n’a qu’à mettre en termes logiques la définition de A: 

n S (x e (/■ = Ç") a" < f +') où (. £ i)*'” et r £ '■Ti. 

^ « '• 

VII. Deuxième théorème de séparation '). A et B étant 
deux ensembles analytiques, il existe deux ensembles CA: D et H 
tels que 

(1) A-BC.D, B-A<ZH, DH = 0. 

Les ensembles Wr ayant le même sens que dans le théorème 
du N® VI, ordonnons l’ensemble Afv ~ E {x e Wr) selon la relation 

r 

r> S, On a donc l’équivalence suivante: 

{x s A} --- {l’ensemble Mx = H (x e Wr) n’est pas bien ordonné}. 

r 

D’une façon analogue, il existe une famille d’ensembles fer- 
més Zr, r s 12^ telle que l’on a: 

{x e B} {l’ensemble Nx = E {x e Zr) n’est pas bien ordonné}. 

r 

Posons Mx <2, Nx, lorsque l’ensemble Mx est semblable 
à une partie de A/x. Soient: 

D = B' ■ fE (Mr <=: Alx)j' et H = A' \E{Nx<Mx)\ 

{X' désignant, comme toujours, le complémentaire de X). 

La formule (1) est vérifiée. En effet, si x e A — B, Mx n’est 
pas un ensemble bien ordonné, tandis que Nx en est un; on ne 
peut donc avoir Mx <2, Nx. Par conséquent, x e (Mx <2, M)j' et 

comme x e B', il vient x e D. Donc A — B et par raison de 
symétrie B — A 

D’autre part, si x s B' ■ A', les deux ensembles Mx et Nx 
sont bien ordonnés. Ils sont donc comparables, c. à d. que Pon 
a soit Mx <{ Nx, soit Nx <2, Mx. Par conséquent on ne peut avoir 

^ e [E (Mx < W.)]' • [E (Nx < Mx)J. Il en résulte que DH = 0. 


*) Voir N. Lus in, Ensembles analytiques^ p. 210 (.«deuxième principe*), 
c. Kuratowski, Topologie 1. 17 
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Pour prouver que D ei H sont des ensembles CA, il suffit 
de démontrer que l’ensemble E (Mx <, Nx) est analytique. Or, M 

et N étant deux sous-ensembles de la condition M d, N équi- 
vaut évidemment à l’existence des deux suites de nombres réels 
(dans l’intervalle 9 = 01) $ = [$>, ...] et ifj = [y)», ...] telles que 

1®: la suite ... contient tous les éléments de l’ensemble M, 

2®: la suite Yji, yj*, ... est entièrement cmtténue dans N, 3®: l’inégalité 
entraîne yj' > Yji pour chaque couple d’indices i, J. En sym- 
boles logiques: 

{AI <: A^} ^ i; {fl [(r e M) - E(r = $«)] • /7 [Ÿ s A^J • 

Ç-r, ^ n A 

n [(4' > 40 (’)' > viO]). 

Substituons Mx à M et Nx à N et remarquons que (par dé- 
finition de M et de A^) on a les équivalences: 

(r e Mx) - (x s Wr) et [y]* e A(,] [x e Z »] E [('• = Ÿ) (x s Z,)]. 

‘ r 

En remplaçant (§ 1 , 1 ): (a — > p) par («' -j- p), il vient en définitive: 
{Mx < Nx} ^ E in [(-c eW^)+ E (r = $")] • [] E [(r = t) (x b Z,)] • 

•/?I(4'<40 + (V>’]0]}. 

Les ensembles £* (r = $«), £* (r = r^*), E {x e Z,) et E (4' < 40 

i. fi X Ç 

étant fermés (puisque Zr est fermé et la fonction est une fon- 
ction continue de l’argument 0, les ensembles E {x s W)) et 

E (V> V) étant ouverts et les opérations 11,11,11,11 et /7 étant 

T rnkrij 

dénombrables, l’ensemble Q des points {x, 5 , yj) qui satisfont à la 
condition entre crochets { } est un ensemble borelien (un ^<, 3 ) 

dans l’espace complet ST X 9X9 (voir § 26, XI). Comme projec- 
tion de Q, l’ensemble E {Mx cj A^^} est donc analytique. 

Corollaire I (séparation simultanée). Etant donnée une suite 
d'ensembles analytiques A^, il existe une suite d'ensembles CA 

disjoints Q, Cj, ... tels que 

~ (■^l "l" — H" An—i + An+i -j- ...) (3 Ci, . 
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Soit, en effet, conformément au théorème précédent: 

A„-ZAkCDn, JlAH-AnQHn, £)„//„ = 0. 

Posons: C. = Dn - FI Hk- Les ensembles Cn sont donc des en- 

kdç:n 

semblés CA disjoints. En outre: 

An ^ Ah An Ah ^ An — Ah (3 

k=^n n^k 

quel que soit n. Donc A„ — ^ Ah (Z fl Hk, d’où rinclusion 

h^n 

demandée. 

Corollaire 2. Etant donné un système d'ensembles analytiques 
>!«,...«* tels que i4„, + y4„, ... „^ 2 -f ... , il existe un sys- 

tème régulier {Ci, ... „^} d'ensembles CA, disjoints pour k fixe et tels que 

(i) ^/ij ... ^ Anii ... ffif^ C Cn,.. •«*> 

la sommation 2 j' s’étendant aux systèmes (Wi ... ot*) ^ {n { ... /i*). 

Soit, pour k fixe, {£)«,...«*} un système d’ensembles CA 
disjoints et tels que A„,...„^ — ^' Am,... m^ÇZDn,...n,t (conformément 
au cor. 1). Posons C„ , — Dn, et C„, ... = D„, ... • C„, ... pour 

A > 1. Il s’agit de prouver que A „, ... — Z' A„, ... C Cn, ... Or 
cela résulte de l’inclusion (i) admise pour k — \ et des for- 
mules suivantes admises par hypothèse: An,...n^ÇZ An,...n^^i 

Am, ... ~ Am, ... m*_il "1“ Am, ... ”1~ CZ. S Am, ... m/,- 

VIII. Ordre de valeur d’une fonction mesurable B. 

y est dit valeur d'ordre 1 de /, en symboles y a Z/, lorsqu’il 
existe un et un seul x tel que y — f {x). Le théorème suivant 
présente une généralisation de celui du N” IV. 

Théorème 1 1). Les valeurs d’ordre 1 d’une fonction f mesurable B 
définie sur un ensemble borelien constituent un ensemble CA. 

Le théorème va être établi d’abord pour le cas d’une fonction 
continue. Chaque ensemble borelien (indénombrable) dépourvu 
d’un ensemble dénombrable convenablement choisi étant une 


*) N. Lus in, op. çit, p. 257, 
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image biunivoque et continue de l’ensemble 9L (p. 232, cor. 2), il 
suffit de démontrer que, / (3) étant une fonction continue définie 
sur )L, l’ensemble Z de ses valeurs d’ordre 1 est un CA. 

On a par définition 0 Z: = — Selon N® II et 

ü 

oa 

p. 204, III, on a 3 =// ILt et / 

*=i * ■■■“ 

00 r 00 

résulte que / (3) -/( II. - 3) = ///< ... s*) “/ - 5*) "" 

00 

/ 1/ ( ... 5*) - / ... s*)]- Posons A „^ ... ... et 

o« 

5/1, ... tiff = /( ... n*)- Donc Z = ^ f j (-4ji J* — ... j*)- 

J *-i 

D’après 11(1) et (2) on a = la sommation 

s’étendant aux systèmes (/Wj ... m*) ^ («j ... /i*). D’autre part, 
selon II (1), A „, ... = /!„, ... „^i + i4„, ... + ... Le cor. 2 du N® VII 

est donc applicable. Posons C*„, ... = C„, ... i4„, ... — 5,,, ... , 

ayant le même sens que dans le cor. 2. On a par conséquent 




lA=l 


8* - è 


= /7/(%. 

k=i 


5' - 3 


a). lien 


(1) Af ,^ ... //^ B,t , ... nf. CZ ... CZ ■^«1 ••• n* 5/(, ... /ly^ 

et les ensembles C^, ... m, sont des CA disjoints pour k fixe. En 
outre, le système {C,Z... n^} est régulier, car {C„, ... „^) est régulier et 
l’inclusion ... «^ C ••• «*-1 (cf- N®II (1)) donne; 

An, ... n^ — f { ... n^ CZ f i ... n*_i) ~ ... //;j_] (Z ... n*_ii 

5n, ... nj^ — f i ^Cn, ... nZ) ZD / ( )(/,, ... /i*_j) — 5//, ... 

d’où on déduit la formule C *„, ... = C„, ... • i4„. ... — 5„, ... CZ 

CZC„, ... , • À„, ... , — B„, ... „yj_, = C„, ... „y^_, . 


') La formule {y ^ ZA^ E[y —f(x)] ■ H ily =f (x) =f(x')]-* {x =x')} 

X xx' 

conduirait, dans le cas considéré ici, à un résultat moins précis. Cependant 
on en déduit que, si / est définie sur un d’un espace compact, Zy est une 
différence de deux (ce qui est un résultat précis). 



I§ 35, Viri] 


Ensembles analytiques. 


261 


La double inclusion (1) implique que 


( 2 ) 



J *=' ’ '' 


...J*)- 


D’après N® II (6) et § 1, V il vient 


.a<"- 


r - 3 




/f=l 




n f (=iit ... i*) n s;' -n (>'i' s.' ... ,*). 


ft—l 


d’où .Z" n (.^j' ... j* fiji ...J*) — Z/ 7/ (•^j> ... J* ja) — Z. 

3 3 


Par conséquent les trois membres de la double inclusion (2) 
sont identiques. Le système étant régulier et disjoint 

pour k fixe, la formule § 1, VI, 5 implique donc que l’ensemble 





est un CA. 


Passons à présent au cas où g {x) est une fonction mesurable B 
définie sur un ensemble borelien E. Les ensembles £ et ^ {E) 
étant situés dans les espaces (complets séparables) 9f et l’en- 
semble I ^ E {y — g C-^)} est borelien dans l’espace Qf X y, Evi- 

A;y 

demment l’ensemble des valeurs d’ordre 1 de la fonction g coïncide 
avec celui des valeurs d’ordre 1 de la projection sur l’axe y (con- 
sidérée comme fonction continue définie sur l’ensemble/) et ce der- 
nier est — comme nous venons de démontrer — un ensemble CA, 

Remarque. Inversement, C étant un CA contenu dans OC, il existe une 
fonction continue f(^ définie sur un sous-ensemble fermé de et telle que C = Z^. 

Soient, en effet, F un sous-ensemble fermé de 01 contenu dans l’inter- 
valle OjYa et /( 5 ), jsF, une fonction biunivoque et continue telle que f(F) = 0C 
(cf. p. 226, corollaire). On définit la fonction /(j) pour de façon que 

la partie commune de ' )t et de l’intervalle y,l soit transformée en 9C-a 

La valeur y de la fonction f est dite d'ordre Indénombrable, 
en symboles: y e Af, lorsque l’ensemble f~'(y) est indénombrable. 
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Théorème 2 *). Les valeurs d'ordre indénombrable d'une fonction f 
mesurable B, définie sur un ensemble analytique, constituent un 
ensemble analytique % 

Posons, en effet, I— E\.y=f(x)\. L’ensemble / étant ana* 

xy 

lytique (p. 239, 4), tout revient à démontrer qyéétant donné dans 
le produit St X '2/ deux espaces complets séparables un ensemble 
analytique I, l'ensemble A des y tels que l'ensemble E ® /] est 
indénombrable est analytique ®). ^ 

Or l’ensemble /, comme analytique, admet une représentation 
paramétrique sur l’ensemble des nombres irrationnels, c. à d. 
qu’il existe deux fonctions continues g (j) et h (j) définies sur % 
et telles qu’à chaque point ..xy de I correspond un j remplissant les 
égalités x=g{i) et y=h{i). La condition que l’ensemble E[{xy)^I] 

X 

soit indénombrable équivaut donc (p. 229, cor. 3) à l’existence 
dans d’une suite dense en soi sur laquelle: 1 ** la fonction h (j) 
est identiquement égale à y, 2 ® la fonction g ( 3 ) est biunivoque. 

En symboles: 

{y e A} ^ E n {[y fl (£")] • n [g ($") ¥= g (S'")]} , 

Ç n m=^n 


') Cf. s. M a Z U r k i e w i c Z et W. S i e r p i A s k i. Sur un problème con* 
cernant les fonctions continues. Fund. Math. 6 (1924), p. 161, ma note de P'und. 
Math. 17, p. 261 et S. Saks. Fund. Math. 19 (1932). 

*) qui peut d’ailleurs ne pas être borelien même dans le cas où la fonction / 
est continue et où St = Q/ = un intervalle. 

’) M. Saks (loc. cit.) déduit de cet énoncé Tintéressaiite application 
suivante. Soient: = intervalle 01, ^ = espace des fonctions réelles con- 
tinues y{x), 0<4f<l, / = l’ensemble des ^points* xy du produit St X tels 
que la dérivée droite de la fonction y est égale à +«> au point x. L’ensem- 
ble / est analytique (il est un car 



L’énoncé précité implique donc que V ensemble des fonctions continues qui 
possèdent la dérivée droite infinie dans une infinité indénombrable de points est 
analytique (dans l’espace ^y), 

Ën outre, cet ensemble n’est en aucun point de I-re catégorie (ibid. p. 215), 
donc—en vertu de la propriété de Baire (p. 53, cor. 2 )— complémentaire est 
de I-re catégorie (et non vide d’après un théorème de M. B e s i c o v i t c h, 
ibid. p. 212). On rapprochera cet énoncé de § 30, VIII (p. ,210). 
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OÙ 4 parcourt l’ensemble des suites denses en soi extraites de 'K. 
Cet ensemble de suites est topologiquement complet, comme un 
dans l’espace complet (p. 170, 2). Il en résulte que l’ensemble 

E n {[y = A ($")] • n U (4") g (s"*)!} est un Gg. Comme projection 

y^ n 

de ce dernier, A est analytique. 

Remarque, Inversement, à chaque ensemble analytique A correspond une fon- 
ction continue /(j), je telle que A ^ Aj. 

Posons, en effet, g + 177 + 1 ^ + -) = fj> ■*“ f js ® 

quent g(H)=z 'lt et l’ensemble est indénombrable pour chaque 5 . Soit 

/z(j) une fonction continue qui transforme en A. Ün pose /(s) = /?^(5). 

Désignons respectivement par /y, et Cf l’ensemble des y tels que 
10 /— 1 (^) contient un point isolé, 2 ° f’-'^(y) est dénombrable (fini ou infini) et non 
vide, 3° f-^y) contient un point qui n’en est pas un point de condensation. 

Corollaires 1 — 3^. Si la fonction f(x) définie sur un ensemble borelien est 
mesurable B, les ensembles /^, Df et Cf sont des CA, 

ad 1. Soit /?,, /? 2 i ... la base de l’espace ^C, Désignons par /„ la fonction 
partielle f(x | /?„). Il vient If = Zf^ -f- Zf^-\- ... 

ad 2 . La démonstration se ramène, comme celle du théor. 1, au cas où 
f (x) est une fonction continue définie sur l’espace ^ ïi. Parmi les ensembles 
fermés F, les ensembles dénombrables et non vides (situés dans l’espace 
complet) sont caractérisés par les deux conditions suivantes: P F contient un 
point isolé, 2 ° F n’est pas indénombrable. Il vient Df=^If — Af, 

ad 3. /„ ayant le même sens que dans 1, on a Cy = -4* ^/, + — 

Corollaire 4 *). Si la fonction f est mesurable B et l* ensemble E est borelien^ 
tandis que V ensemble f (E) ne l’est pas, l’ensemble f (E) — Cf ne Pest non plus. 

Car dans le cas contraire l’ensemble /(F) = 6 ^ + /(F) — est un CA 
selon cor. 3. Comme ensemble analytique (N*^ V, 1 ), /(F) est donc (N® III, cor. 1) 
un ensemble borelien. 

^11 en résulte, en particulier, que f{x) étant une fonction continue sur 
un espace 9C complet séparable et telle que f(^) = Df (c. à d. telle que toutes 
les valeurs de / sont d’ordre dénombrable), l’ensemble f (9C) est borelien. Plus 
encore, Sï est somme d’une série d’ensembles boreliens: 9C == Fj + ^2 + ... , tels 
que les fonctions partielles f(x\Bf^ sont bicontinues *). 


*) S. Braun, Quelques théorèmes sur les cribles boreliens, Fund. Math. 20 
(1933), p. 168-172. 

*) Ibid. Cf. aussi N. Lusin, 1. cit p. 171. Les corollaires 1—4 présentent 
des généralisations du théorème du N^IY. 

’) Pour la démonstration voir N. Lusin, 1. cit. p. 287 et H. H a h n, 
Reelle Funktionen, p. 381 (42.5.3). 
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IX. Décomposition en Kj ensembles boreliens. 

1. Chaque ensemble PCA (donc, en particulier, chaque ensemble A et cha- 
que ensemble CA) est une somme de Kj ensembles boreliens. 

Cette proposition résulte du théorème suivant, qui appartient à la Théorie 
générale des ensembles ^): E étant un ensemble qui s'obtient des ensembles 
par l’opération posons 

jO A . S' 

... fik ... rif,. 

et pour X limite: = fj A^^ Posons en outre: 


s. K 




et 



A 


a-f-J \ 

n, ... 


On a alors /; = /7 /- = S K . 

a<il “ a<U “ 


Dans le cas où les ensembles A^ ^i^ sont boreliens, on constate faci- 
lement par induction que les ensembles E^^ et le sont également. Ou en 
conclut que chaque ensemble analytique, ainsi que chaque complémentaire 
analytique, est une somme de ensembles boreliens. 

Or, soit P un ensemble PCA: P~f(C), f une fonction continue, C un 
ensemble CA. Par conséquent 

c = S B donc P= / (O = 2' / {BJ. 

a- £1 “ a< £i “ 

étant borelien, l’ensemble f{B^) est analytique; il est donc une 
somme de Ni ensembles boreliens. Par conséquent P l’est également. 

2. Chaque ensemble PCA de puissance :> Nj contient un ensemble parfait 
Car, parmi les Ni sommaiides boreliens en lesquels cet ensemble se dé- 
compose, il existe au moins un qui est indénombrable; comme ensemble bore- 
lien, il contient donc topologiquement l’ensemble C^. 

On voit ainsi que parmi les ensembles PCA indénombrables il n’y a que 
deux puissances qui peuvent se présenter: à savoir Ni et c (d’ailleurs, on ne 
sait pas s’il existe des ensembles PCA ou, plus généralement, des ensembles 
projectifs de la puissance Ni). Quant aux ensçmbles CPCA, on ne connaît pas 
d’énoncé analogue. 


W. S i e r P i h 8 k i, Sur une propriété des ensembles (^4), Fund. Math. 8 
(1926); on y trouve d’autres citations sur ce sujet. 

2) Rappelons que dans le cas des ensembles A le signe > peut être 
remplacé par Mais on ne sait pas s’il en est ainsi dans le cas des ensembles CA. 
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3 ')• Si les ensembles A„ „ jouissent de la propriété de Baire, il existe 

k 

un indice tel que l'ensemble E — K est de Ere catégorie, 

H* 

En effet, chaque famille d'ensembles disjoints, jouissant de la pro- 
priété de Baire et dont aucun n’est de 1-re catégorie est dénombrable; car selon 
p. 51, IV, 4, les ensembles Int [DCA',)] sont disjoints, ouverts et non vides. 

Par conséquent, à chaque système n^.^n^^ correspond un nombre X < 
tel que l’ensemble ^ catégorie. La famille des sy- 

^ k *'* k 

stèmes finis ... / 2 ^} étant dénombrable, il existe un indice [jl tel que 
n n catégorie, quel que soit le système //i ... nf^. 

Comme C — C S ... „ — « } > l’enaemble E — eet 

de I-re catégorie, c. q. f. d. 

On en conclut que, si Z contient un point (au plus) de chaque différence 

K — S Ky, Z est la somme d’un ensemble dénombrable et d’un ensemble 

“ k<.a ^ 

de 1-re catégorie. Par conséquent, si les ensembles ^ jouissent de la 

' k 

propriété de Baire au sens restreint, Z est de I-re catégorie sur 
chaque ensemble parfait (on peut relativiser, en effet, le raisonnement pré- 
cédent par rapport à un ensemble parfait donné). 

Il en résulte que E étant analytique et non borelien et ,, fermé, Z est 

' ” k 

un ensemble indénombrable qui est de Ere catégorie sur tout ensemble parfait» 
Car on a E^- ^ Kt, quel que soit a < IL 

4. {A^^ étant un système régulier d’ensembles fermés et B étant un 

ensemble borelien disjoint de E, il existe un a tel que B C — E^ *). Il en 

résulte que tout, ensemble Z qui contient un seul point de chaque différence 
(non vide) — est de I-re catégorie sur tout ensemble parfait P^). Car 

X — E jouissant de la propriété de Baire au sens restreint, on a P — /: = U -\~V, 
où U est un est V est de I-re catégorie sur P. Soit a un indice tel que 


^) Voir E. Sélivanowski, Sur les propriétés des constituantes des en- 
sembles analytiques, Fund. Math. 21 (1933), p. 20, W. SierpiAski, ibid. p. 29, 
E. Szpilrajn, ibid. p. 234. L’énoncé 3 reste valable, si l’on remplace la 
propriété de Baire par la mesurabilité et les ensembles de I-re catégorie par 
les ensembles de mesure nulle. 

*) Pour la démonstration voir N. L u s i n et W. S i e r p i n s k i. Bull. 
Acad. Cracovie 1918, p. 39. 

^) Voir N. Lusin et W. Sierpinski, R. Accad. Lincei 6, v. VII 
(1928), p. 214. 
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UQD^. L’inclusion PZ—D^ Q P — E— d V montre que PZ---D^ est de 
l-re catégorie sur P\ il en est donc de même de PZ, puisque est dé- 

nombrable. 

X. Fonctions A et CA. Appelons une fonction f(x) à valeurs réelles 
fonction A (fonction CA), lorsque l’ensemble E[f(x)';>c] est un ensemble A 

X 

(ensemble CA), quel que soit c 

On voit aussitôt que les fonctions A et les fonctions CA sont mesurables 
au sens de Lebesgue (lorsque x est réel) et jouissent de la propriété de Baire 
au sens restreint. Les fonctions qui sont simultanément A et CA coïncident avec 
les fonctions mesurables B. La fonction car acté ristioiie d’un ensemble /4 (ou CA) 
est une fonction A (ou CA). 

La limite d'une suite convergente de fonctions A (ou CA) est une fonction 
A (ou CA). Car la condition /(>:)==lim f^ix) entraîne l’équivalence 

{fix) >c) -^ 'E n [/„+aW > c + v«], 

d’où n k 

E {f(x) >c} ^inE UnJ^k^^) > ^ + v«]- 

X n k X 

f(x) étant une fonction A ou CA, f ensemble E [y = /(x)] est une différence de 

xy 

deux ensembles analytiques. Car {r„} désignant la suite des nombres rationnels, 
on a l’équivalence Ij» +/(-<:)] + [/(jc)< 

n 

f(x, t) étant une fonction (bornée) mesurable B, la fonction ^(x)=max /(x, t) 

t 

est une fonction A et h (x) = min f(x. t) est une fonction CA ’^). 

/ 

En effet, l’équivalence [max f{f) c] [f(t) <; c] entraîne (x)<: c] 

t t 

^ Il l/(x, t) < c], c. à d. (x) > c] SS ^ [/(x, t) >» r], ce qui prouve que l’en- 
semble E l^(x)>c] est analytique comme projection de l’ensemble borelien 

X 

E If (x, t) > c]. D’une façon analogue, l’équivalence {h (x) <Cc]^E[f (x, 0 < c] 

Xt t 

entraîne [h (x) c] n lh(x)<c + 'l„]^n E [/(x, 0 < ^ + V«]» d’où on con- 
n n t 

dut que l’ensemble E [h (x) < c\ est analytique. 

X 


*) On n’a pas entrepris jusqu’à présent une étude systématique des 
fonctions A et CA. Cf. L. Kantoro vi te h, Sur les fonctions du type (U), 
C. R. Paris, t 192, p. 1267. Bien entendu, on peut définir les fonctions d’une 
classe projective arbitraire. 

*) F* H a U s d O r f f, Mengenlehre, p. 274. 
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Dans les mêmes hypothèses, la fonction lim sup/(x, 0 est une fonction A 

t t^a 

et lîm inf f(x,t) est une fonction Car on a lim sup f(t) = Um m^ où 

= max/(0 pour 0 < | a — f 1 < '/«• Pat conséquent lim sup f(x^ t) est une 
fonction A comme limite d'une suite de fonctions A, 

Exemple. Les dérivées partielles supérieures (ou inférieures) de Dini d*une fon- 
ction g(x,y) mesurable B sont des fonctions A (ou CA) (qui peuvent d’ailleurs 

admettre des valeurs infinies) '). Car en posant f(x,y, t) = , 

t 

on a lim sup sup f(x^y^t)^ où f(x,y,t) est une fon- 

/:=-f0 t 

ction mesurable B (on admet que f>*0). 


§ 36. Espaces totalement imparfaits. 

Les espaces considérés dans ce § sont supposés métriques séparables. 

I. Définition. Existence. Un espace qui ne contient aucun ensemble 
homéomorphe à l’ensemble parfait de Cantor est dit totalement imparfait 

Dans un espace complet séparable la propriété d’un ensemble E d’être 
totalement imparfait signifie que E ne contient aucun ensemble parfait non 
vide ou, ce qui revient au même, aucun ensemble analytique indénombrable, 
car chaque ensemble analytique indénombrable contient ii topologiquement 
(§ 35, I). 

Théorème de M, F. B e r n s t e i n ^). Il existe dans chaque espace complet 
séparable et indénombrable un ensemble Z qui— de même que son complémentaire — 
est totalement imparfait et de puissance du continu. 

Ce théorème résulte directement du lemme suivant, qui appartient à la 
Théorie générale des ensembles: 

Soient R un ensemble de puissance c, M une famille de puissance < c de 
sous-ensembles de R dont chacun est de puissance c. R renferme alors un ensem- 
ble Z qui, de même que R’— Z, est de puissance c et contient au moins un élément 
de tout ensemble appartenant à la famille M. 


‘) M. Neubauer, Über die partiellen Derivierten unstetiger Funktionen, 
Mon. f. Math. u. Phys. 38 (1931), p. 139. 

*) Leipz. Ber. 60 (1908), p. 329. Cf. P. Mahlo, ibid. 63 (1911), p. 346 
et À. S c h 5 n f l i e s, Entwickelung der Mengenlehre /, Leipzig 1913, p. 361. 
Pour la démonstration, cf. la note de M. Sierpihski et de moi, Fund. 
Math. 8 (1926). p. 193. 

Le problème de l’existence des espaces séparables totalement imparfaits 
remonte à L. Scheeffér, Acta Math. 5 (1884), p. 287. 
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Nous appuyons la démonstration de ce lemme sur le théorème du »bon 
ordre**: désignant le plus petit nombre ordinal de puissance c, nous ima- 

ginons les ensembles-éléments de M rangés en une suite transfinie du type 


( 1 ) 


Af„ ... , 


à termes différents ou non. 

Soit, d’une façon analogue: 


( 2 ) 




une suite du type à termes distincts, composée de tous les éléments de /?. 

On définit par l’induction transfinie deux suites {p^ et (a<SiJ,), 
en admettant que 1®: est le premier terme de la suite (2) contenu dans 

et < 7 , est le premier terme de la suite (2) tel que eMi, 2°: désignant 

pour a>l l’ensemble de tons les p^ et avec ^ < a, p^ est le premier terme 
de la suite (2) contenu dans (un terme de ce genre existe, puisque 

l’ensemble est de puissance < c) et, d’une façon analogue, est le premier 
terme de la suite (2) contenu dans M — 5 — p. 

Z est l’ensemble de tous les points p^ avec a 


Remarques. 1) Dans le cas où l’espace R est un intervalle, l'ensemble Z 
est non mesurable an sens de Lebesgue. Car Z, ainsi que le complémentaire de Z, 
sont do mesure intérieure nulle, comme ensembles totalement imparfaits. 

2) La démonstration de l’existence des ensembles indénombrables tota- 
lement imparfaits, qui vient d’être exposée, n’est pas effective, c. à d. que 
l’existence en a été démontrée sans nommer aucun ensemble Z individuel (on 
remarquera que les suites (1) et (2) n’ont pas été définies). On n’en connaît 
aucune démonstration effective (même dans le cas de l’espace des nombres 
réels). C’est là un des problèmes fondamentaux liés avec la notion de l’effec- 
tivité ^). 


II. Rapports avec la propriété de Baire. 1. Z étant totalement Ini’ 
parfait dans un espace :A complet^ séparable et dense en soi, — Z n'est de I-re 
catégorie en aucun point. 

Supposons, en effet, que G soit un ensemble ouvert non vide tel que 
G — Z est de I*re catégorie. Soit B un de l-re catégorie tel que G — ZQB. 
L’ensemble G — B est donc dense dans G (p. 204, IV), donc dense en soi 
(p. 41, V, 3). Comme ensemble dense en soi, G — B est indénombrable 
(p. 206, V, 3) et contient par conséquent un ensemble parfait non vide (p. 232, 
II, cor. 4). Mais alors l’ensemble Z^G — B n’est pas totalement imparfait. 

2. Dans un espace 'X complet séparable et dense en soi chaque ensemble 
totalement imparfait à propriété de Baire est de l-re catégorie. Par conséquent, 


) Cf. à ce propos les remarques de M. Bernstein, 1. cit. 
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si les ensembles Z et 9C — Z sont totalement imparfaits, ils sont dépourvus de la 
propriété de B aire. 

C’est une conséquence directe de 1 et de p. 53, cor. 2. 

3. Dans un espace complet séparable les quatre propriétés suivantes sont 
équivalentes: 

(i) d’être un (c. à d. un ensemble à propriété de Baire au sens restreint) 
totalement imparfait, 

(ii) d’être de I-re catégorie sur tout ensemble parfait, 

(iii) d’être un ensemble dont tout sous-ensemble dense en soi est de I-re caté- 
gorie sur lui-même, 

(iv) d’être un ensemble dont tout sous-ensemble est un 

Démonstrations: (i)~> (iî). C'est une conséquence de 2. 

(iO-^Ciii). Si E jouit de ia propriété (ii) et si X est un sous-ensemble 

dense en soi de l’ensemble E • X est de I-re catégorie sur X. , L’ensemble 
X = EX est donc (p. 45, IV, 2) de I-re catégorie sur lui-même. 

(iii) -> (iv). Car la propriété (iii) implique évidemment la propriété B^. et 
appartient à chaque sous-ensemble d'un ensemble qui la possède. 

(iv) -> (i). Car d’après 2 et selon le théorème du N° I, chaque ensemble 
parfait non vide contient un ensemble dépourvu de la propriété de Baire. 

L’existence des ensembles indénombrables jouissant des propriétés (i) — (iv) 
a été signalée au § 35, IX (p. 265). Nous l’établirons d’une façon plus directe 
au N® suivant. 

IIL Espaces X^). Nous appelons ainsi un espace dont chaque sous-en- 
semble dénombrable est un 6\. 

0 

1. Chaque espace X satisfait à la condition (iii) ^). 

Soient, en effet, W un ensemble dense en soi et D un ensemble dénom- 
brable dense dans U^, c. à d. DQWQD. Comme un frontière dans W, l’en- 
semble W — D est de I-re catégorie sur W. Il en est donc de même de la 
somme \x/=^W — D-\-D. L’ensemble W est par conséquent de 1-re catégorie 
sur lui-même (p. 45, IV, 2). 

2. Chaque espace complet séparable et indénombrable contient un ensemble X 

indénombrable^ donc une infinité de la puissance d’ensembles de ce genre {x)\x\ü(\yx^ 

chaque sous-ensemble d’un ensemble X est un ensemble X). 

II suffit d’établir cet énoncé pour l’espace puisque chaque espace 
complet séparable et indénombrable contient Ii topologiquement. 


0 Voir ma note Sur une famille d’ensembles singuliers, Fund. Math. 21 
(1933), p. 127. 

*) L’implication inverse n’a pas lieu (si l’on admet l’hypothèse du con- 
tinu). Voir N. Lu s in, Fund. Math. 21 (1933), p. 119. 
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Or, nous allons démontrer d'abord que V espace ')L contient une suite 
irons finie indénombrable d'ensembles croissants (et distincts): 

(1) OoC(?,C...CC)^CP,+,C...«) 

Soit, en effet, = 0. Pour a > 0, supposons que tous les ensembles 

avec Ç <« soient des de mesure (lebesguienne) nulle. Donc ^ Qt est encore 

Ç<a ^ 

de mesure nulle et comme (d’après un théorème de la théorie de la mesure) 
chaque ensemble de mesure nulle est contenu dans un G^ de mesure nulle, 

il existe un ensemble qui est un G^ tel que Ç et Ot* 

^<a ^ , ^<a ^ 

On peut évidemment supposer que les ensembles sont contenus dans . 

L’existence de la suite (1) se trouve ainsi établie. L’ensemble E des 
pointe ^ ^a-fi espace X. Soit, 

en effet, D un sous-ensemble dénombrable de E. Posons D = (p^ ,/7^ ,... ...). 

Soit a un nombre transfini supérieur à tous les Indices Par conséquent 
DCQ„ E, d’où D ^ • E • D = E — (0^ • Z: — D)] et, l’ensemble Q^ E 

(X (a Oê Oé OC 

étant dénombrable (car, pour P>a, n’appartient pas à 0^), 
est un G^. Cela prouve que D est un G^ relativement à E 

Remarque. On est conduit aux espaces X dans l’étude de l'ordre de 
croissance des suites d’entiers positifs. Notamment, 3=(5\s‘^...] et p = l9^I}^...] 
étant deux nombres irrationnels ou, ce qui revient au même, deux suites d’en- 
tiers positifs, posons 3 <| 9, lorsqu’on a 5* < i)' à partir d’un indice /: 

n k 

Chaque ensemble (îr de suites (considéré comme sous-ensemble de 
bien ordonné selon la relation i <1 9 et du type *) est un ensemble X. 

Soit, en effet, !î) un sous-ensemble dénombrable de 

= ho» (M> — » 5(„» — ]» ^ •-]• 


*) Cette proposition est due àM. Za'lcwasser. Pour une démon- 
stration qui n’utilise pas la théorie de la mesure voir W. S 1 e r p i h s k i, C. R. 
Soc. Sc. de Varsovie 1934. 

*) Ce raisonnement est dû à M. S i e r p i ô s k i. Sur un ensemble linéaire 
nàn dénombrable qui est de première catégorie sur tout ensemble parfait^ C. R. 
Soc. Sc. de Varsovie, 1933, p. 102. 

*) L’existence d’une échelle de ce genre résulte facilement du théorème 
de M. Z e r m e 1 0. 
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Soient a un nombre supérieur à tous les I;, et Pensemble (So> èit *** * 
L'ensemble contenant et la différence ^ étant dénombrable, il suffit 
de démontrer que .Ç) est un dans ou encore, que CS — est un /^^ dans (î. 

On a les équivalences évidentes: {j e (CS — ,Ç^)} {(3 s @) 3)} ®t 


nk 

L'ensemble {m < 3'} == £’{m + l 


” * s 

<5'} étant fermé (pour i et m fixea). 


8 S 

il en est de même de E implique aussitôt que Cr — .Ç> est 

â 

un dans (v '). 


IV. Transformations. 1. La propriété d'être totalement imparfait et 
celle d'être un espace l sont des invariants de toute transformation biunivoque 
V =f(x) dont la transformation inverse x = est continue. 

En effet, si Pespace J/ = / (X) renferme un ensemble 6' homéomorphe 
à C:^, Pespace X. contient Pensemble /—^C), qui contient topologiquement 
(p. 227, V). 

D’autre part, si X est un espace a et P est un sous>epsemble dénom- 
brable de V/» l’ensemble f^^(P)f comme dénombrable, est un dans X et 
Pensemble P = ff~^{P) est un 6g, car la fonction /" ^ est continue. '}f est 
donc un espace X. 

2. y=:f(x) étant une fonction arbitraire définie sur un espace X qui 
est soit totalement imparfait, soit un espace X, l'ensemble I=E {y=f{x)} l’est 

xy 

également 

Car la projection parallèle à Paxe V/ transforme / en d’une façon 
biunivoque et continue. 

3. Chaque ensemble Z de puissance Ht situé dans un espace complet sépara- 
ble y est une image biunivoque et continue d'un espace X contenu dans ^)l X y, 
donc, d'un ensemble jouissant de la propriété de Baire au sens restreint. 

En effet, conformément à N® III, 2, Pespace contient un ensemble E 
de puissance X» et qui est un espace X. Soit y=zf(x) une transformation biuni- 
voque de E en Z. L’ensemble /= {_y=/(jc)} est un ensemble X (d’après 2) 

et Z en est une image biunivoque et continue. 


C’est au fond la marche du raisonnement qui a servi à M. Lusin 
pour établir l’existence des ensembles indénombrables à propriété (il). Voir 
Sur V existence d'un ensemble non dénombrable qui est de première catégorie sur 
tout ensemble parfait, Fund. Math. II (1921), p. 155—157, 



272 


Chapitre III. Espaces complets. 


4. Une fonction arbitraire 3/ = f(x), définie sur un espace jouissant de 
la propriété (iii) du N^II, possède la propriété de Baire au sens restreint. 

Plus encore: A étant un ensemble arbitraire, l'ensemble D des points de 
discontinuité de la fonction partielle f\ A est de I^re catégorie sur A ^). 

En effet, il existe dans A un ensemble dénombrable E tel que A — E 
est dense en soi (p. 108, V). Comme, en outre, D ne contient aucun point 
isolé de A (p. 67, III), il vient D(i(A — E)-\-E‘A\ L'ensemble E*A\ comme 
formé d’une suite de points d’accumulation, est de I-re catégorie dans A; l’en- 
semble A — E Tétant également par hypothèse, il en est de même de D, 

Remarques, 1. L ensemble {y~f(x)) peut jouir de la propriété de Baire 

xy 

au sens restreint sans que la fonction f en jouisse, même au sens large Cela 
résulte de 2 en vertu de Thypothèse du continu. Notamment, soient A un 
ensemble dépourvu de la propriété de Baire dans l’intervalle :7 = 01, E un 
espace À indénombrable, F un sons-ensemble fermé de E et tel que les en- 
sembles F et E- F sont indénombrables et enfin y=f(x) une fonction 
biunivoque telle que f(U)==E et que f(A)=^F. 

2 . Ni la propriété de Baire au sens restreint, ni celle d'être un espace \ nest 
un invariant des transformations biiinivoques et continues. Cela résulte de 3 en 
vertu de Thypothèse du continu. Car A étant un ensemble dépourvu de la 
propriété de Baire (au sens large, cf. p. 53, IVa), il existe un ensemble À dont 
A est une image biunivoque et continue. 

V. Autres espaces singuliers. Espaces a. Nous appelons ainsi un 
espace dont chaque sous-ensemble borelien est un ®). 

Evidemment chaque espace -3 est un espace X; chaque fonction mesurable B 
définie sur un espace 0 est de I-re classe. 

L’existence des espaces a indénombrables (contenus dans ' résulte de 
Thypothèse du continu. La démonstration en est tout-à-fait analogue à celle 
de Texistence d’un espace X (N® III), On imagine d’abord, en vertu de Thypo- 
thèse du continu, la famille de tous les ensembles 6V de mesure nulle rangée 
en une suite traiisfinie du type ü: 

œ 

Parmi les différences — S il y a une infinité indénombrable de 
différences non vides. En effet, dans le cas contraire il existerait un in- 


0 Cf. la remarque 3 du § 27, X (p. 191). 

*) Cf. § 28, 111, remarque 1 (p. 194). Voir W. Sierpihski, La pro- 
priété de Baire des fonctions et de leurs images, Fund. Math. 11 (1928), p. 306. 

^) Voir W. S i e r p i h s k i, Sur l'hypothèse du continu, Fund. Math. 5 (1924), 
p^ 184 et E. Szpilrajn, Sur un problème de M. Banach, Fund. Math. 15 (1930), 

p. 212. 
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dice a à partir duquel on aurait S Kt= S Kt = S A't = — Comme 

chaque ensemble composé d’un point individuel appartient à la suite (1), 

ou obtiendrait ce qui est impossible, la somme S Ky étant de 

^ a ta ^ 

mesure nulle. 

Tout ensemble Fl qui contient un seul point de chaque ensemble — S Kt 

ta 

non vide est un ensemble a indénombrable. Nous allons prouver d’abord que 
chaque ensemble Fl contenu dans E et mesurable au sens de Lebesgue est dénom- 
brable. 

En effet, l’ensemble EK^ étant dénombrable, quel que soit a, il ii’oxîste 
aucun indénombrable de mesure nulle qui soit contenu dans Fl. L’ensem- 
ble E est donc de mesure intérieure nulle et par suite // est de mesure nulle. 
Il existe par conséquent un tel que FFQK^^ d’où FIQFIK^. L'ensemble EK^ 
étant dénombrable, il en est de même de Fi. 

Ceci établi, soit B un ensemble borelien arbitraire contenu dans l’in- 
tervalle L7 = 01. Il s’agit de prouver que BFl est un G^^ relativement à E. 
Posons 0 — B — U où IJ est un et V est de mesure nulle. Il vient 
E—B^UE'\-VE. Comme ensemble de mesure nulle, VFF est dénombrable, 
par conséquent E—-B est un dans E et BE y est un Og, c. q. f. d. 

11 est à remarquer que l'ensemble E est non mesurable au sens de Lebesgue 
et jouit cependant de la propriété de Baire au sens restreint *) (qui est une consé- 
quence de X donc de a). 

2) Espace v. Nous appelons ainsi un espace dont chaque sous-ensemble 
non-dense est dénombrable *). 

L’existence des espaces v indénombrables (contenus dans '^ÏC) résulte do 
l’hypothèse du continu. 

Imaginons, en effet, les sous-ensembles fermés non-denses de ' )L rangés 
en une suite transfinie du type 


Fo, ... , F. F 


Oit-l’ - 


*) C’est d’ailleurs un fait général qu'un ensemble dont chaque sous- 
ensemble mesurable au sens de Lebesgue est dénombrable jouit de la pro- 
priété de Baire au sens restreint. Voir S. Saks, Sur un ensemble non mesura- 
ble jouissant de la propriété de Baire, Fund. Math. 11 (1928), p. 277. Cf. N. Lu- 
8 in, Sur une question concernant la propriété de Baire^ Fund. Math. 9 (1927), 
p. 117. Ajoutons que le problème inverse, à savoir, celui de l’existence d’un 
ensemble mesurable (de mesure 0) dépourvu de la propriété de Baire (même 
au sens large) se résout facilement sans l’hypothèse du continu. 

^) N. Lu si n, C. R. Paris, t. 158 (1914), p. 1259. 


c. Kuratowski, Topologie I. 


18 
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Comme espace complet, ' )L n’est pas de I-re catégorie. Il en résulte 
(comme dans la démonstration précédente) qu’il existe une infinité indénom- 
brable de différences ^ non vides. Tout ensemble E contenant un seul 

^<a ^ 

point de chacune d* elles est un espace v indénombrable. Plus encore: tout sous- 
ensemble N àe E qui est non-dense dans )t est dénombrable. Car N étant 
non-dense dans il existe un indice a tel que F^ = N, d’où N CEF . L’en- 
semble EF^ étant dénombrable (par définition de E), l’ensemble N l’est 
également. 

Propriétés des espaces v. 1. Tout espace v est totalement imparfait. 

Car l’ensemble de Cantor contient un sous-ensemble parfait non-dense 
dans (f . 

2 . Chaque sous-ensemble à propriété de Baire d'un espace v est la somme 
d*un ensemble et d'un ensemble dénombrable. 

Car il est la somme d’un ensemble et d’un ensemble de I-re catégorie 
(p. 51, IV, 2) et ce dernier est dénombrable. Il en résulte que 

3. Chaque fonction jouissant de la propriété de Baire et définie sur un es- 
pace V est de deuxième classe ^). 

4. f{x) étant une fonction à valeurs réelles. Jouissant de la propriété de 
Baire et définie sur un espace E à propriété v, l'ensemble f{E) est de mesure le- 
besguienne nulle: mf{E) = 0 

En effet, d’après le théorème p. 195, V, il existe dans E un ensemble Z 
tel que m/(Z) = 0 et que E — Z est de I-re catégorie. E — Z étant dénom- 
brable par hypothèse, il vient mf(E — Z)^0, d’où mf(E)^ 0 . 

5. E étant un espace v, à chaque suite de nombres positifs correspond 
une décomposition E = Ey -j- E-, -j- ... telle que ô (E^j) < c^ 

En effet, { 7 ^^} étant une suite dense dans E et étant une sphère ouverte 
de centre p^ et telle que l’ensemble ouvert G = /:2 + £4 + £',i + — 

est dense dans E. L’ensemble E — G est par conséquent non-dense, donc dé- 
nombrable: E--G = [^ 1 , q., ...]. On pose = (q^y). 


0 G. Poprougénko, Sur un problème de NI. Mazurkiewicz, Fund. 
Math. 15 (1930), p. 285. 

*) Cf. W. Si erpiùaki. Sur un ensemble non dénombrable dont toute 
image continue est de mesure ntille^ Fund. Math. 11 (1928), p. 302. 

3) Cf. W. Si erp in ski ibid., p. 304. Le problème de l’existence des 
ensembles indénombrables satisfaisant à la thèse du théorème 5 provient de 
M. B O r e 1. On ne sait pas l’établir sans l’hypothèse du continu. Voir 
E. Borel, Sur la classification des ensembles de mesure nulle, Bull. Soc. math, 
de France 47 (1919), p. 1 et E. Szpilrajn, Sur une hypothèse de M. Borelf 
Fund. Math. 15 (1030), p. 126. 
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